
1 Aproximačné algoritmy

Predpokladáme, že čitatel’ pozná techniky návrhu efekt́ıvnych algoritmov a stretol sa s analýzou
ich časovej zložitosti. Je tiež užitočné, ak má predstavu o základoch teórie zložitosti, aj ked’ nateraz
nám bude stačit’, že za efekt́ıvne riešitel’né považujeme tie problémy, pre ktoré existuje polynomiálny
algoritmus (t.j. algoritmus, ktorý pre každý vstup vráti správny výstup a jeho čas behu je ohraničený
polynómom od vel’kosti vstupu) a že existuje vel’a problémov, pre ktoré žiaden takýto algoritmus
nepoznáme.
V nasledujúcom texte pokračujeme z tohoto východiska. Budeme sa, až na zopár výnimiek, zaoberat’

problémami, pre ktoré nepoznáme polynomiálny algoritmus, a napriek tomu by sme ich chceli
nejako efekt́ıvne riešit’. Prijmeme tézu, že efekt́ıvne riešenie muśı byt’ v polynomiálnom čase,
a preto v d’aľsom texte budeme, okrem pŕıpadov, ked’ vyslovene povieme inak, za algoritmus
považovat’ algoritmus pracujúci v polynomiálnom čase. Budeme skúmat’ jeden z možných pŕıstupov:
ak už nevieme spravit’ algoritmus, ktorý vždy vráti správne riešenie, možno by sme sa dokázali
uspokojit’ s algoritmom, ktorý vždy nájde ”takmer správne” riešenie. Toto, samozrejme, záviśı
od typu problému. Napr. pre rozhodovacie problémy (t.j. také, kde odpoved’ je áno alebo nie) je
každá odpoved’ ”takmer správna”. Vel’a zauj́ımavých problémov sú ale optimalizačné problémy.
Neformálne, pre každý vstup optimalizačného problému existuje množina tzv. pŕıpustných riešeńı.
Navyše, každé pŕıpustné riešenie má istú mieru (cenu alebo zisk). Ciel’om je navrhnút’ algoritmus,
ktorý pre každý vstup nájde pŕıpustné riešenie s optimálnou (minimálnou alebo maximálnou)
mierou. Pŕıkladom optimalizačného problému je problém batoha:

Defińıcia 1.1. Na vstupe je daných n većı s cenami c1, . . . , cn a objemami v1, . . . , vn (pričom
ceny aj objemy sú prirodzené č́ısla). Takisto je dané prirodzené č́ıslo B, ktoré reprezentuje
vel’kost’ batoha. Ciel’om prolému Max-Knapsack je vybrat’ množinu većı, ktoré sa zmestia
do batoha a ich cena je maximálna, t.j. nájst’ množinu I ⊆ {1, 2, . . . , n} takú, že

�
i∈I

vi ≤ B a

maximalizuje sa
�
i∈I

ci spomedzi všetkých množ́ın I.

Pŕıpustné riešenia sú všetky výbery, ktoré sa zmestia do batoha, miera (zisk) riešenia je súčet cien
vybratých većı a ciel’om je nájst’ pŕıpustné riešenie, ktoré maximalizuje zisk. Max-Knapsack je
pŕıkladom problému, pre ktorý nepoznáme polynomiálny algoritmus.
Prvým pokusom v nami naznačenom smere by mohlo byt’ navrhnút’ algoritmus, ktorý vždy nájde
pŕıpustné riešenie s cenou najviac o konštantu menšou ako optimálne riešenie, t.j. chceme mat’

algoritmus A a konštantu c tak, že pre každý vstup x, A nájde riešenie s cenou aspoň OPT (x)− c,
kde OPT (x) je cena optimálneho riešenia. O taktomto algoritme povieme, že má absolútnu chybu
c. Po krátkej úvahe ale zist́ıme, že takto postavený ciel’ je rovnako t’ažký ako pôvodný.

Veta 1.2. Ak existuje polynomiálny algoritmus pre Max-Knapsack s absolútnou chybou c, potom
existuje aj polynomiálny exakntý algoritmus.

Dôkaz: Nech existuje taký algoritmus A s absolútnou chybou c. Zostroj́ıme algoritmus A�, ktorý
modifikuje daný vstup x tak, že objemy većı aj vel’kost’ batoha ponechá, ale ceny prenásob́ı
koeficientom c+ 1. Na takto modifikovaný vstup x� potom použije algoritmus A. Ten vráti riešenie,
ktoré je pŕıpustné pre x� a má cenu aspoň OPT (x�)− c. Lenže v x� sú ceny všetkých većı násobky
c+ 1, a teda jediná možná cena riešenia v intervale �OPT (x�)− c, OPT (x�)� je OPT (x�). Teda A

musel nájst’ optimálne riešenie pre vstup x�. Vidno ale, že pŕıpustné riešenia problémov x a x� si
jednoznačne zodpovedajú, preto máme aj optimálne riešenie pre vstup x.

Z predchádzajúceho dôkazu vidno, v čom je problém absolútnej chyby: ak máme úlohu, v ktorej
sa cena všetkých pŕıpustných riešeńı dá rovnomerne ”nafúknut’”, vieme algoritmus s konštantnou
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absolútonu chybou prinútit’, aby našiel optimum. Túto ”nafukovaciu” vlastnost’ má vel’a problémov,
ktoré nás budú zauj́ımat’, a preto až na niekol’ko výnimiek nebudeme mat’ algoritmy s ohraničenou
konštantou chybou.

Trieda APX

Druhý pŕıstup k meraniu chyby, ktorý je v praxi častý, je merat’ relat́ıvnu chybu, t.j. o akú pomernú
čast’ sme sa pomýlili. Formálne to docielime tak, že absolútnu chybu preškálujeme tak, aby sme
dostali č́ıslo z intervalu �0, 1)

Defińıcia 1.3. Majme vstup x a pŕıpustné riešenie y s cenou c(y). Relat́ıvna chyba riešenia
y je

E(x, y) = | OPT (x)− c(y) |
max{ OPT (x), c(y) }

Predchádzajúca defińıcia je zaṕısaná tak, aby zahŕňala maximalizačné aj minimalizačné problémy,
ale pre názornost’ je lepšie si ju rozṕısat’ zvlášt’. Pre maximalizačné problémy je relat́ıvna chyba

Emax(x, y) =
OPT (x)− c(y)

OPT (x)
= 1− c(y)

OPT (x)

a pre minimalizačné problémy

Emin(x, y) =
c(y)−OPT (x)

c(y)
= 1− OPT (x)

c(y)

V oboch pŕıpadoch vidno, že optimálny algoritmus vždy vráti riešenie s cenou OPT (x), a preto
relat́ıvna chyba je 0. Zároveň, pretože budeme uvažovat’ iba problémy s nezápornými cenami, je
relat́ıvna chyba vždy menšia ako 1. Pre maximalizačné problémy má relat́ıvnu chybu 1 triviálny
algoritmus, ktorý vráti riešenie s hodnotou 0 (horšie to pri nezáporných cenách nemôže byt’); pre
minimalizačné problémy sa relat́ıvna chyba bĺıži k 1 pre algoritmus, ktorého cena riešenia sa bĺıži k
∞. Aby sme predǐsli technickým problémom, budeme predpokladat’, že max{ OPT (x), c(y) } > 0.
Ďaľśı patoogický pŕıpad môže nastat’, ak máme minimalizačný problém, ktorého optimum je 0,
vtedy totiž každý algoritmus vracajúci kladné riešenie má relat́ıvnu chybu 1. Namiesto toho, aby
sme v defińıcii takéto pŕıpady ošetrili, ostaneme pri tejto jednoduchšej verzii a sl’́ubime si, že také
problémy nebudeme študovat’. Za ”aproximovatel’né” budeme považovat’ problémy, pre ktoré vieme
navrhnút’ algoritmus s ohraničenou relat́ıvnou chybou:

Defińıcia 1.4. Triedu APX tvoria optimalizačné problémy, pre ktoré existuje polynomiálny
algoritmus A a konštanta ε, 0 < ε < 1 taká, že na každom vstupe je relat́ıvna chyba riešenia
algoritmu A najviac ε.

V niektorých pŕıpadoch je pracovat’ s relat́ıvnou chybou trochu t’ažkopádne, a preto sa použ́ıva
ekvivalentný pojem aproximačného pomeru:

R(x, y) =
1

1− E(x, y)

Rozṕısané zvlášt’ pre maximalizačné a minimalizačné problémy:

Rmax(x, y) =
OPT (x)

c(y)
Rmin(x, y) =

c(y)

OPT (x)

Vid́ıme, že aproximačný pomer je vždy aspoň 1 a optimálny algoritmus má aproximačný pomer 1.
Algoritmus, ktorého aproximačný pomer je najviac r budeme volat’ r-aproximačný. Pre minima-
lizačné problémy to znamená, že vždy vráti riešenie, ktorého cena je najviac r-násobkom optima,
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pre maximalizačné problémy vždy vráti riešenie, ktorého cena je aspoň 1/r-násobok optima. Trieda
APX je teda tvorená problémami, pre ktoré existuje r-aproximačný algoritmus s konštantným r.

Pozrime sa terz, či sa nám podaŕı navrhnút’ aproximačný algoritmus z triedy APX pre problém
Max-Knapsack. Máme teda dve úlohy: navrhnút’ algoritmus a dokázat’, že má konštantný
aproximačný pomer. Druhá úloha je väčšinou t’ažšia, lebo potrebujeme porovnat’ riešenie nášho
algoritmu s optimálnym riešeńım, ktoré nepoznáme. Ako ešte vel’akrát v tomto texte uvid́ıme,
jadrom dôkazu je nájst’ pref́ıkaný spôsob, ako odhadnút’ optimálne riešenie. V pŕıpade problému
batoha si môžme zobrat’ modifikovaný problém, v ktorom povoĺıme veci krájat’: z i-tej veci môžeme
zobrat’ čast’ αi. Dostávame nasledovný problém

Defińıcia 1.5. Na vstupe je daných n većı s cenami c1, . . . , cn a objemami v1, . . . , vn (pričom
ceny aj objemy sú prirodzené č́ısla). Takisto je dané prirodzené č́ıslo B, ktoré reprezentuje
vel’kost’ batoha. Ciel’om prolému Max-Q-Knapsack je nájst’ racionálne č́ısla α1, . . . ,αn tak,
aby pre všetky i platilo 0 ≤ αi ≤ 1 a

1.
�
i

αivi ≤ B

2.
�
i

αici je maximálne možné

Riešenia problému Max-Knapsack sú aj riešeniami problému Max-Q-Knapsack; tým, že veci
môžme krájat’ sme množinu pŕıpustných riešeńı rozš́ırili a optimálne riešenie sme možno zväčšili.
Budeme hovorit’, že Max-Q-Knapsack je zvol’neńım (relaxáciou) Max-Knapsack. Zároveň je
problém Max-Q-Knapsack l’ahko riešitel’ný greedy algoritmom Ag, ktorý utriedi veci podl’a
jednotkovej ceny ci/vi od najdrahšej po najlacneǰsiu a ukladá ich do batoha (celé, t.j. s αi = 1)
kým sa zmestia. Z prvej veci, ktorá sa nezmest́ı, zoberie takú čast’, aby bol batoh celkom zaplnený
(samozrejme, ak sa do batoha zmestia všetky veci, tak vezme všetky). Je jednoduchým cvičeńım
presvedčit’ sa, že Ag je optimálny: k l’ubovol’nému inému pŕıpustnému riešeniu vieme nájst’ lepšie
tak, že v batohu vymeńıme kúsok nejakej veci za rovnako vel’ký kúsok drahšej nezobratej veci.
Rovnaký greedy algoritmus sa dá použit’ aj na problém Max-Knapsack (s tým, že do batoha
ukladá veci, kým sa zmestia, a potom skonč́ı), ale, žial’, nielen že nenájde optimum, ale ani dobrú
aproximáciu: uvažujme napr. veci s cenami 1, 1, . . . , 1, 2n − 1 a objemami 1, 1, . . . , 1, 2n, pričom
batoh má vel’kost’ B = 2n. Greedy algoritmus zoberie všetky jednotkové veci (majú jednotkovú
cenu 1, kým posledná vec má jednotkovú cenu 1− 1/2n) a skonč́ı s riešeńım s cenou n− 1, pretože
posledná vec sa do batoha nezmest́ı. Optimálne riešenie je ale zobrat’ poslednú vec, ktorá zaplńı
celý batoh, a zarobit’ 2n − 1. Aproximačný pomer greedy algoritmu je teda aspoň (2n − 1)/(n− 1),
čo v žiadnom pŕıpade nie je konštanta pre rastúce n.
Urobme ešte zúfalý pokus na záchranu situácie: uvažujme algoritmus A, ktorý porovná riešenie
źıskané greedy algoritmom a riešenie, ktoré zoberie jedinú vec s najväčšou cenou cmax (bez ujmy
na všeobecnosti predpokladáme, že každá vec sa sama osebe do batoha zmest́ı, ináč ju hned’ v
predspracovańı vyhod́ıme) a vráti väčšie z tých dvoch.
V nasledujúcom dôkaze sa ukáže idea, ktorá sa neskôr bude v rôznych obmenách opakovat’:
optimálne riešenie relaxovaného problému (ktoré poznáme) použijeme ako horný odhad optima
(ktoré nepoznáme).

Veta 1.6. Algoritmus A je 2-aproximačný.

Dôkaz. Potrebujeme ukázat’, že pre každý vstup je aproximačný pomer algoritmu A najviac 2,
t.j. že vždy vráti riešenie s cenou aspoň OPT/2, kde OPT je hodnota optimálneho riešenia.
Majme veci utriedené podl’a jednotkovej ceny a nech j je index prvej veci, ktorá sa nezmest́ı celá
do batoha, t.j. optimálne riešenie Max-Q-Knapsack má hodnotu

�j−1
i=1 ci + αcj pre nejaké α,

0 < α ≤ 1. Označme cj =
�j−1

i=1 ci. Pretože Max-Q-Knapsack je relaxáciou Max-Knapsack, je
OPT ≤ cj + αcj ≤ cj + cj . Rozĺı̌sime dva pŕıpady:

� Ak cj ≤ cj ≤ cmax, máme OPT ≤ 2cmax
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� Ak cj > cj , máme OPT < 2cj

Pretože riešenie, ktoré nájde algoritmus A má cenu max{cj , cmax}, je dôkaz hotový.

Lepšie ako APX: PTAS a FPTAS

V predchádzajúcej časti sme predstavili triedu APX ako triedu ”aproximovatel’ných” problémov.
Ako je to s praktickým využit́ım takýchto algoritmov? Problémom tu je slov́ıčko ”existuje konštanta”
z Defińıcie 1.4. Podobne, ako polynomiálny algoritmus, ktorého čas je ohraničený polynómom
n234, aj aproximačný algoritmus, ktorý vždy vráti 856-násobok optima, nie je v praxi použitel’ný.
Podobne, ako pri stupni polynómu, aj pri aproximačnom pomere je t’ažké (a nepraktické) stanovit’

konštantu, nad ktorou už pŕıslušný aproximačný pomer nie je zauj́ımavý. Občas sa nám ale podaŕı
tento problém ob́ıst’ elegantne a navrhnút’ tzv. aproximačnú schému (PTAS, polynomial-time
approximation scheme):

Defińıcia 1.7. Triedu PTAS tvoria optimalizačné problémy, pre ktoré pre každú fixnú
konštantu 0 < ε < 1 existuje polynomiálny algoritmus Aε, ktorý na každom vstupe vráti
riešenie s relat́ıvnou chybou najviac ε.

Ako uvid́ıme o chv́ıl’u, v tejto defińıcii je kl’́učové, že ε je fixná konštanta, t.j. čas algoritmu Aε
muśı byt’ polynomiálny od vel’kosti vstupu, ale môže (aj nepolynomiálne) závisiet’ od ε. Uvažujme
problém Min-Partition. V rozhodovacej verzii je ciel’om zistit’, či sa prirodzené č́ısla zo vstupu
dajú rozdelit’ na dve časti s rovnakým súčtom. V optimalizačnej verzii sa budeme snažit’ nájst’

”čo najpodobneǰsie” časti, pričom je niekol’ko spôsobov, ako definovat’ ”čo najpodobneǰsie”. Keby
sme napŕıklad povedali, že chceme minimalizovat’ rozdiel väčšej a menšej časti, dostali by sme
minimalizačný problém, ktorého optimum môže byt’ 0, a také sme si sl’́ubili neuvažovat’. Zvol’me
preto inú defińıciu, v ktorej sa snaž́ıme minimalizovat’ vel’kost’ väčšej časti:

Defińıcia 1.8. Na vstupe je daných n prirodzených č́ısel a1, . . . , an. Úlohou problému
Min-Partition je nájst’ rozklad množiny {1, . . . , n} na dve dizjunktné množiny Y1, Y2 tak,
aby cena

max

��

i∈Y1

ai,
�

i∈Y2

ai

�

bola najmenšia možná.

Podobne ako v predchádzajúcom pŕıklade, lepšie sa nám bude pracovat’ s aproximačným pomerom
namiesto relat́ıvnej chyby. Naš́ım ciel’om bude pre l’ubovol’né fixné r > 1 navrhnút’ r-aproximačný
algoritmus. Pretože každé riešenie má vel’kost’ aspoň 1/2

�n
i=1 ai, pre r ≥ 2 stač́ı vrátit’ rozdelenie

Y1 = ∅, Y2 = {1, . . . , n}. Predpokladajme preto, že r < 2. Pozrime sa najprv na jednoduchý ”greedy”
algoritmus, ktorý utriedi č́ısla od najväčšieho po najmenšie, a potom postupne vždy pridáva do tej
časti, ktorá je práve menšia. L’ahko vidno, že takýto algoritmus nemôže mat’ aproximačný pomer
lepš́ı ako 7/6: pre vstup 3, 3, 2, 2, 2, ktorého optimum je 6 (3+ 3, 2+ 2+ 2), greedy algoritmus vráti
rozdelenie 3 + 2, 3 + 2 + 2 s hodnotou 7. Budeme vychádzat’ z intúıcie, že najdôležiteǰsie je správne
rozdelit’ vel’ké č́ısla, lebo pri ich nesprávnom uložeńı vznikne väčšia chyba. Pri malých č́ıslach,
naopak, ani greedy algoritmus veci pŕılǐs nepokaźı. Navrhnime preto nasledovný algoritmus A:

1: vstup: č́ısla a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an, a r, 1 < r < 2
2: k := �
3: nájdi optimálne riešenie Y1, Y2 pre a1, . . . , ak
4: for i = k + 1 to n do
5: pridaj i do množiny Y� s menšou hodnotou

�
j∈Y�

aj

6: end for
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Algoritmus A prvých k č́ısel rozlož́ı optimálne (napr. preskúšańım všetkých 2k možnost́ı) a zvyšok
dorob́ı greedy algoritmom. Kl’́učom k riešeniu je vhodne zvolit’ parameter k. Pozrime sa, aký
aproximačný pomer A dosahuje pri zvolenom parametri k. Zaved’me najprv niekol’ko označeńı. Nech
W1 =

�
j∈Y1

aj a W2 =
�

j∈Y2
aj . Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme W1 > W2, takže A

nájde riešenie s hodnotou W1. Ďalej nech L = (W1+W2)/2, t.j. L je dolné ohraničenie optimálneho
riešenia. Nech h je maximálny index prvku v Y1.
Ak h ≤ k, tak všetky prvky sa do Y1 dostali na riadku 3 a v cykle na riadku 5 sa nepridá žiaden
prvok.

TODO: FPTAS Knapsack, O(log n) aproximácia Set Cover
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