1 Aproximacné algoritmy

Predpokladdme, ze ¢itatel pozné techniky navrhu efektivnych algoritmov a stretol sa s analyzou
ich casovej zlozitosti. Je tiez uzitotné, ak m4 predstavu o zdkladoch tedrie zloZitosti, aj ked nateraz
nam bude stagit, Ze za efektivne riesitené povazujeme tie problémy, pre ktoré existuje polynomidlny
algoritmus (t.j. algoritmus, ktory pre kazdy vstup vrati spravny vystup a jeho ¢as behu je ohraniceny
polynémom od velkosti vstupu) a Ze existuje vela problémov, pre ktoré ziaden takyto algoritmus
nepozname.

V nasledujiicom texte pokracujeme z tohoto vychodiska. Budeme sa, aZ na zopar vynimiek, zaoberat
problémami, pre ktoré nepozname polynomialny algoritmus, a napriek tomu by sme ich chceli
nejako efektivne riesit. Prijmeme tézu, Ze efektivne riesenie musi byt v polynomidlnom ¢ase,
a preto v dalsom texte budeme, okrem pripadov, ked vyslovene povieme inak, za algoritmus
povazovat algoritmus pracufici v polynomidlnom éase. Budeme skiimat jeden z moznych pristupov:
ak uZ nevieme spravit algoritmus, ktory vidy vrati spravne rieSenie, mozno by sme sa dokazali
uspokojit s algoritmom, ktory vzdy najde ”takmer spravne” rieSenie. Toto, samozrejme, zavisi
od typu problému. Napr. pre rozhodovacie problémy (t.j. také, kde odpoved je dno alebo nie) je
kazd4 odpoved ”takmer spravna”. Vela zaujimavych problémov su ale optimalizacné problémy.
Neformalne, pre kazdy vstup optimaliza¢ného problému existuje mnozina tzv. pripustnijch riesend.
Navyse, kazdé pripustné riesenie m4 istd mieru (cenu alebo zisk). Cielom je navrhnit algoritmus,
ktory pre kazdy vstup najde pripustné riesenie s optimalnou (minimélnou alebo maximélnou)
mierou. Prikladom optimaliza¢ného problému je problém batoha:

Definicia 1.1. Na vstupe je danych n veci s cenami ¢y, ..., ¢, a objemami vy, ..., v, (pricom
ceny aj objemy su prirodzené ¢isla). Takisto je dané prirodzené ¢islo B, ktoré reprezentuje
velkost batoha. Cielom prolému MAX-KNAPSACK je vybrat mnoZinu veci, ktoré sa zmestia
do batoha a ich cena je maximdlna, t.j. ndjst mnozinu Z C {1,2,...,n} takd, Ze > v; < B a
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maximalizuje sa Y ¢; spomedzi vietkych mnozin Z.
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Pripustné rieSenia si vietky vybery, ktoré sa zmestia do batoha, miera (zisk) rieSenia je sucet cien
vybratych veci a cielom je najst pripustné rieSenie, ktoré maximalizuje zisk. MAX-KNAPSACK je
prikladom problému, pre ktory nepozname polynomialny algoritmus.

Prvym pokusom v nami naznaéenom smere by mohlo byt navrhnit algoritmus, ktory vidy néjde
pripustné rieSenie s cenou najviac o konstantu mensou ako optimélne riesenie, t.j. chceme mat
algoritmus A a konStantu c tak, ze pre kazdy vstup z, A ndjde rieenie s cenou asponi OPT(x) — ¢,
kde OPT(zx) je cena optimélneho rieSenia. O taktomto algoritme povieme, ze mé absolitnu chybu
c. Po kratkej tivahe ale zistime, Ze takto postaveny ciel je rovnako fazky ako poévodny.

Veta 1.2. Ak existuje polynomidlny algoritmus pre MAX-KNAPSACK s absolitnou chybou ¢, potom
ezistuje aj polynomidlny exaknty algoritmus.

Dékaz: Nech existuje taky algoritmus A s absolitnou chybou c. Zostrojime algoritmus A’, ktory
modifikuje dany vstup z tak, Ze objemy veci aj velkost batoha ponechi, ale ceny prendsobi
koeficientom ¢ + 1. Na takto modifikovany vstup =’ potom pouzije algoritmus A. Ten vrati rieSenie,
ktoré je pripustné pre 2’ a md cenu aspoi OPT(2’) — ¢. Lenze v 2’ si ceny vSetkych veci ndsobky
¢+ 1, a teda jedind moznd cena riesenia v intervale (OPT(z') — ¢, OPT'(2')) je OPT(a’). Teda A
musel ndjst optimalne riesenie pre vstup z’. Vidno ale, Ze pripustné rieSenia problémov z a ' si
jednoznaéne zodpovedaji, preto mame aj optimalne rieSenie pre vstup x. O

7 predchadzajiceho dokazu vidno, v ¢om je problém absolitnej chyby: ak mame tlohu, v ktorej
sa cena vsetkych pripustnych rieSeni d4 rovnomerne ”nafiknut”, vieme algoritmus s konstantnou



absoltitonu chybou printitit, aby nasiel optimum. Tiito ”nafukovaciu” vlastnost mé vela problémov,
ktoré nas budid zaujimat, a preto aZ na niekolko vynimiek nebudeme mat algoritmy s ohrani¢enou
konstantou chybou.

Trieda APX

Druhy pristup k meraniu chyby, ktory je v praxi ¢asty, je merat relativnu chybu, t.j. o akd pomernt
¢ast sme sa pomylili. Formalne to docielime tak, Ze absolitnu chybu preskalujeme tak, aby sme
dostali ¢islo z intervalu (0,1)

Definicia 1.3. Majme vstup x a pripustné rieSenie y s cenou c¢(y). Relativna chyba riesenia
yJe
| OPT(z) — c(y)

B |
E(z,y) = max{ OPT(z), c(y) }

Predchadzajica definicia je zapisana tak, aby zahinala maximalizatné aj minimaliza¢né problémy,
ale pre nazornost je lepsie si ju rozpisat zvlast. Pre maximalizacné problémy je relativna chyba

_OPT(z)—cly) . cly)
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a pre minimaliza¢né problémy
_ _cly) —OPT(x) . OPT(z)
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V oboch pripadoch vidno, ze optimélny algoritmus vzdy vrati rieSenie s cenou OPT(z), a preto
relativna chyba je 0. Zaroven, pretoze budeme uvazovat iba problémy s nezdpornymi cenami, je
relativna chyba vzdy mensia ako 1. Pre maximaliza¢né problémy ma relativnu chybu 1 trividlny
algoritmus, ktory vréti riesenie s hodnotou 0 (hor$ie to pri nezdpornych cendch neméze byt); pre
minimaliza¢né problémy sa relativna chyba blizi k 1 pre algoritmus, ktorého cena rieSenia sa blizi k
0o. Aby sme predisli technickym problémom, budeme predpokladat, ze max{ OPT(z), c(y) } > 0.
Dalsi patoogicky pripad méze nastaf, ak mame minimaliza¢ny problém, ktorého optimum je 0,
vtedy totiz kazdy algoritmus vracajuci kladné riesenie mé relativnu chybu 1. Namiesto toho, aby
sme v definicii takéto pripady osetrili, ostaneme pri tejto jednoduchsej verzii a slibime si, ze také
problémy nebudeme §tudovat. Za ” aprozimovatelné’ budeme povazovat problémy, pre ktoré vieme
navrhnit algoritmus s ohraniéenou relativnou chybou:

Definicia 1.4. Triedu APX tvoria optimalizaéné problémy, pre ktoré existuje polynomialny
algoritmus A a kon$tanta €, 0 < € < 1 taka, ze na kazdom vstupe je relativna chyba rieSenia
algoritmu A najviac €.

V niektorych pripadoch je pracovat s relativnou chybou trochu fazkopddne, a preto sa pouziva
ekvivalentny pojem aproximacného pomeru:
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Rozpisané zv1ast pre maximalizaéné a minimaliza¢né problémy:

OPT(x)
c(y)

c(y)

Rmax(x,y) = OPT(z)

Rmin (xv y) =

Vidime, ze aproximac¢ny pomer je vzdy aspon 1 a optimdlny algoritmus mé aproximacény pomer 1.
Algoritmus, ktorého aproximaény pomer je najviac r budeme volat r-aprozimacny. Pre minima-
lizaéné problémy to znamend, ze vzdy vrati rieSenie, ktorého cena je najviac r-nasobkom optima,



pre maximalizaéné problémy vzdy vriti rieenie, ktorého cena je aspon 1/r-ndsobok optima. Trieda
APX je teda tvorend problémami, pre ktoré existuje r-aproximacény algoritmus s konstantnym r.

Pozrime sa terz, ¢ sa ndm podar{ navrhnitf aproximaény algoritmus z triedy APX pre problém
MAX-KNAPSACK. Mame teda dve tlohy: navrhnit algoritmus a dokdzat, Ze ma konstantny
aproximaény pomer. Druh4 tiloha je viésinou fazsia, lebo potrebujeme porovnat rieSenie nésho
algoritmu s optimalnym rieSenim, ktoré nepozname. Ako este velakrat v tomto texte uvidime,
jadrom dokazu je najst prefikany sposob, ako odhadnit optimalne rieSenie. V pripade problému
batoha si mézme zobrat modifikovany problém, v ktorom povolime veci krijat: z i-tej veci mézeme
zobrat ¢ast «;. Dostdvame nasledovny problém

Definicia 1.5. Na vstupe je danych n veci s cenami ¢y, ..., ¢, a objemami v, ..., v, (pricom
ceny aj objemy st prirodzené ¢isla). Takisto je dané prirodzené ¢islo B, ktoré reprezentuje
velkost batoha. Cielom prolému MAX-Q-KNAPSACK je najst raciondlne &fsla o, .. ., o, tak,

aby pre vsetky ¢ platilo 0 < «; <1 a
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2. Y a;c; je maximalne mozné
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Riesenia problému MAX-KNAPSACK su aj rieSeniami problému MAX-Q-KNAPSACK; tym, ze veci
moézme krajat sme mnozinu pripustnych rieSeni rozsirili a optimélne riesenie sme mozno zvicsili.
Budeme hovorit, Zze MAX-Q-KNAPSACK je zvolnenim (relazdciou) MAX-KNAPSACK. Zarovei je
problém MAX-Q-KNAPSACK lahko riesitelny greedy algoritmom A, ktory utriedi veci podla
jednotkovej ceny ¢;/v; od najdrah3ej po najlacnejsiu a uklad4 ich do batoha (celé, t.j. s a; = 1)
kym sa zmestia. Z prvej veci, ktord sa nezmesti, zoberie taki ¢ast, aby bol batoh celkom zaplneny
(samozrejme, ak sa do batoha zmestia vietky veci, tak vezme vsetky). Je jednoduchym cvi¢enim
presved¢it sa, ze Ag je optimalny: k Tubovolnému inému pripustnému rieseniu vieme néjst lepsie
tak, Ze v batohu vymenime kisok nejakej veci za rovnako velky kiisok drahsej nezobratej veci.
Rovnaky greedy algoritmus sa d4 pouzit aj na problém MAX-KNAPSACK (s tym, Ze do batoha
uklad4 veci, kym sa zmestia, a potom skonéf), ale, zial, nielen Ze nendjde optimum, ale ani dobri
aproximaciu: uvazujme napr. veci s cenami 1,1,...,1,2" — 1 a objemami 1,1,...,1,2™, pricom
batoh m4 velkost B = 2". Greedy algoritmus zoberie vietky jednotkové veci (maji jednotkovii
cenu 1, kym poslednd vec mé jednotkovi cenu 1 — 1/2™) a skonéf s rieSenfm s cenou n — 1, pretoze
posledné vec sa do batoha nezmesti. Optimalne riegenie je ale zobrat poslednti vec, ktord zaplni
cely batoh, a zarobif 2" — 1. Aproximaény pomer greedy algoritmu je teda aspon (2" —1)/(n — 1),
¢o v ziadnom pripade nie je konstanta pre rastice n.

Urobme este zufaly pokus na zachranu situédcie: uvazujme algoritmus A, ktory porovna rieSenie
ziskané greedy algoritmom a rieenie, ktoré zoberie jedind vec s najviésou cenou cmax (bez ujmy
na vSeobecnosti predpokladdme, 7e kazd4 vec sa sama osebe do batoha zmesti, ina¢ ju hned v
predspracovani vyhodime) a vrati viésie z tych dvoch.

V nasledujticom dokaze sa ukaZe idea, ktord sa neskor bude v réznych obmendch opakovat:
optimélne riesenie relaxovaného problému (ktoré pozndme) pouzijeme ako horny odhad optima
(ktoré nepozname).

Veta 1.6. Algoritmus A je 2-aproximacny.

Dékaz. Potrebujeme ukéazat, ze pre kazdy vstup je aproximaény pomer algoritmu A najviac 2,
t.j. ze vzdy vrati rieSenie s cenou aspon OPT/2, kde OPT je hodnota optimélneho rieSenia.
Majme veci utriedené podla jednotkovej ceny a nech j je index prvej veci, ktord sa nezmest{ celd
do batoha, t.j. optimalne riesenie MAX-Q-KNAPSACK m& hodnotu Zf;ll ¢; + ac; pre nejaké a,
0 < o < 1. Oznatme ¢; = 23;11 ¢;. Pretoze MAX-Q-KNAPSACK je relaxdciou MAX-KNAPSACK, je
OPT < ¢; + acj < ¢ + ¢;. Rozlisime dva pripady:

o Ak ¢ < c¢j < cmas, mdme OPT < 2¢pq4



o Ak 6j > Cj, mame OPT < 26j

Pretoze riesenie, ktoré najde algoritmus A ma cenu max{¢;, cmax}, je dokaz hotovy.

Lepsie ako APX: PTAS a FPTAS

V predchadzajicej ¢asti sme predstavili triedu APX ako triedu ”aproximovatelnych” problémov.
Ako je to s praktickym vyuzitim takychto algoritmov? Problémom tu je slovicko ”existuje konstanta”
z Definicie 1.4. Podobne, ako polynomidlny algoritmus, ktorého ¢as je ohrani¢eny polynémom
n?34 aj aproximaény algoritmus, ktory vzdy vrati 856-ndsobok optima, nie je v praxi pouzitelny.
Podobne, ako pri stupni polynému, aj pri aproxima¢nom pomere je fazké (a nepraktické) stanovit
konstantu, nad ktorou uz prislusny aproximaény pomer nie je zaujimavy. Obcas sa ndm ale podari
tento problém obist elegantne a navrhnut tzv. aprozimacni schému (PTAS, polynomial-time
approximation scheme):

Definicia 1.7. Triedu PTAS tvoria optimaliza¢né problémy, pre ktoré pre kazda fixna
konstantu 0 < € < 1 existuje polynomidlny algoritmus A., ktory na kazdom vstupe vrati
rieSenie s relativnou chybou najviac €.

Ako uvidime o chvilu, v tejto definicii je kIi¢ové, Ze € je fixnd konstanta, t.j. Eas algoritmu A,
musi byt polynomidlny od velkosti vstupu, ale moze (aj nepolynomidlne) zévisief od e. UvaZujme
problém MIN-PARTITION. V rozhodovacej verzii je cielom zistit, ¢ sa prirodzené &isla zo vstupu
dajt rozdelif na dve ¢asti s rovnakym stétom. V optimalizacnej verzii sa budeme snazif ndjst
”&o najpodobnejsie” &asti, pricom je niekolko spdsobov, ako definovat ”¢o najpodobnejsie”. Keby
sme napriklad povedali, Ze chceme minimalizovat rozdiel vii¢Sej a mensej ¢asti, dostali by sme
minimalizaény problém, ktorého optimum méze byt 0, a také sme si slibili neuvazovat. Zvolme
preto ind definiciu, v ktorej sa snazime minimalizovat velkost viiéSej casti:

Definicia 1.8. Na vstupe je danych n prirodzenych ¢isel aq,...,a,. Ulohou problému
MIN-PARTITION je najst rozklad mnoziny {1,...,n} na dve dizjunktné mnoziny Y7, Y; tak,
aby cena
max{z a;, Z &7;}
€Y1 ieYs
bola najmensia mozn4.

Podobne ako v predchddzajicom priklade, lepsie sa ndm bude pracovat s aproximaénym pomerom
namiesto relativnej chyby. Nagim cielom bude pre Iubovolné fixné » > 1 navrhnit r-aproximaény
algoritmus. Pretoze kazdé rieSenie md velkost aspon 1/23 """ | a;, pre r > 2 stacf vratif rozdelenie
Y1 =0,Y, ={1,...,n}. Predpokladajme preto, Ze r < 2. Pozrime sa najprv na jednoduchy ”greedy”
algoritmus, ktory utriedi ¢isla od najvécsieho po najmensie, a potom postupne vzdy pridava do tej
¢asti, ktora je prave mensia. Lahko vidno, Ze takyto algoritmus nemoze mat aproximaény pomer
lepsi ako 7/6: pre vstup 3,3,2,2,2, ktorého optimum je 6 (34 3, 2+ 2+ 2), greedy algoritmus vrati
rozdelenie 3 + 2, 3+ 2 + 2 s hodnotou 7. Budeme vychddzat z intuicie, Ze najdolezitejsie je spravne
rozdelif velké &fsla, lebo pri ich nespravnom ulozeni vznikne véésia chyba. Pri malych &islach,
naopak, ani greedy algoritmus veci prilis nepokazi. Navrhnime preto nasledovny algoritmus A:

1: vstup: éislaa; > ax > --->ap,ar, 1 <r<2

2: k= Q¢

3: najdi optimélne rieSenie Y7, Ys pre aq,...,ax

4: fori=k+1tondo

5: pridaj ¢ do mnoziny Y; s mensou hodnotou Y a;
JEY,

6: end for



Algoritmus A prvych k é&isel rozlozi optimélne (napr. preskiisanim véetkych 2¢ moznosti) a zvysok
dorobi greedy algoritmom. KIi¢om k rieSeniu je vhodne zvolit parameter k. Pozrime sa, aky
aproximaény pomer A dosahuje pri zvolenom parametri k. Zaved me najprv niekolko oznageni. Nech
Wy = ZjeYl aj a Wy = ZjeYz a;. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme W; > Wy, takze A
néjde riedenie s hodnotou Wy. Dalej nech L = (Wy +W5)/2, t.j. L je dolné ohranicenie optimalneho
rieSenia. Nech h je maximdlny index prvku v Y;.

Ak h < k, tak vsetky prvky sa do Y7 dostali na riadku 3 a v cykle na riadku 5 sa neprida ziaden
prvok.

TODO: FPTAS Knapsack, O(logn) aproximécia Set Cover



