2 Zaokruhlovanie linearnych programov

2.1 Celociselné programy a relaxacia: dobry, zly a Skaredy

V predchadzajucich Castiach sme ukéazali, ako efektivne riesit tlohu linedrneho programovania.
Castokrat nas ale zaujimaji iba také riefenia, v ktorjch st hodnoty najdenych premennych ce-
lo¢iselné. V prvom motiva¢nom priklade nam vyslo, Ze optiméalne je kupit 2% dl zelenej vody.
To ale vdcSinou nie je moZné, lebo napoje sa zvycajne predavaji v nasobkoch nejakého fixného
objemu. V skuto¢nosti problémy, kde vystupuji veliiny s Tubovolnou (alebo aspor dostatocne
velkou) presnostou st skor vynimkou.

optimum

—= N W e Ot

Pripustné riesenia lineadrneho programu a jeho celoc¢iselnej restrikcie.

Na prvy pohlad by sa mozno zdalo, Ze ide iba o kozmeticky problém: ndjdeme optimalne rieSenie
spojitej verzie, vhodne ho zaokriahlime a dostaneme, ak nie priamo optimum, tak urcite nieco blizke
optimu. Na druhy pohlad zac¢ne byt vidno, Ze to také jednoduché nebude: ak by ndm linedrny
program, ktory hladd optimalny sposob cestovania odporuéil kipit 0.5 letenky a 0.5 vlakového
listka, vhodné zaokruhlenie je vlastne celé rieSenie. Ako vidno z nasledujiceho obrézka, najblizsie
celo¢iselné riesenie moze byt od optimalneho pomerne daleko a nie je zrejmé, ako by sme ho mali
hladat.

o> optimum

=> € o

Pridanim dodato¢nych obmedzeni, Ze niektoré z premennych linedrneho programu musia byt ce-
lociselné, dostavame tzv. celociselné linedrne programy:

Definicia 2.1. Celoéiselny linedrny program (ILP) v normdlnom tvare je lindrny program

Iax {c"x | Ax =b, x>0}

s dodatocnymi obmedzeniami tvaru x; € 7.

Skuiseného ¢itatela isto neprekvapi, Ze celoéiselné obmedzenia podstatne zvyS$uji vyjadrovaciu
schopnost linedrnych programov. Pri formulovani zlozitejsich vztahov pomocou ILP hraja dolezitt
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ulohu tzv. indikdtorové premenné: sada premennych 4y, ..., € Z s obmedzeniami
01+d+-+0=1
6; >0prei=1...k

mé ta vlastnost, Ze v Tubovolnom pripustnom rieseni je prave jedna J; = 1 a ostatné si nulové.
Indikétorové premenné umoziuju vyjadrit alternativu medzi viacerymi moznostami a tym na-
priklad popisat zlozité nekonvexné obory hodnot. Ako demonstraciu predpokladajme, Ze chceme
maximalizovat funkciu f(z,y) = = + y na takejto mnozine D:

3
2 ]
1

0 1 2 3 4 5

Mnozinu D mbdzme rozdelit na 5 éasti

3
B
2
A D
1 E
C
5

0 1 2 3 4

z ktorych kazdi vieme reprezentovat linedrnymi obmedzeniami:

x>0 r>1 rz>1 x>2 T >4
r<1 r <2 <2 r<3 <5
y>l-—x y=>2 y=>0 y>x—2 y < 6x—24
y<2+ux y<3 y<l1 y<d—x y < —6x + 30
y=>0
Zavedieme indikdtorové premenné 41, ..., 05 € Z a kazda sadu obmedzeni uréujtcich jednu oblast

prepiseme tak, aby v pripade, ze prislusny indikator je nulovy, déavali trividlne obmedzenia a aby
sa zachovali povodné obmedzenia, ak je indikdtor jednotkovy. Dostaneme tak ILP: maximalizovat
x + y pri obmedzeniach

x>0 T > 09 T > 03 T > 204 T > 465

r <5 —46 <5 — 30 r <5 —303 x<5—20, r<5

y>0—x y > 209 y>0 y>—-b+30+z y < 3—2705 + 6x

y<3-46+zx y<3 y < 3— 403 y<8—304—x y < 33— 305 — 6
y=>0
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01+d2+03+64+05=1
0; >0,0;, € Zprei=1...5

Inou v praxi doleZitou vlastnostou celo¢iselnych linedrnych programov je schopnost otpimalizo-
vat nelinedrne ti¢elové funkcie. Predpokladajme, Ze v predchéddzajicom priklade namiesto funkcie
f(z,y) = x + y chceme maximalizovat funkciu f(z,y) = ¢(x + y), kde funkcia ¢ je zloZend z
linedrnych tsekov:

4z
0

Zavedieme $tyri pomocné premenné z1, 29, 22, 23, 24, Ktoré udévaji, aka cast prislusného intervalu
je “zaplnend” hodnotou x + y:
T+y=z21+22+23+ 24

Potrebujeme pridat dalsie obmedzenia,

6 ktoré zabezpedia, 7e z; sa budi “zapliat
postupne”, t.j. ak z; je nenulova, tak z; 1
5 je na svojej maximalnej hodnote. Pridame
tri binarne premenné oy, s, az, kde a; €
4 Z,0 < «a; < 1, pricom chceme, aby pre-
mennd «; € {0,1} udédvala, ¢ je z;y1 ne-
3 nulova. Obmedzenia
9 | 200 <21 <2
/ g < 2z < o
L~ 203 < 23 < 2ap
0 | | | | 0 <2 <3as
\ \ \ \
|4
(;) L 2 3 4 O 6 7 8 vynuatia pozadované vlastnosti: napriklad
\ | ak a3 =0, tak 0 < 21 < 2, ale 29 = 23 =
S U W ‘
M P % zg = 0. Ak ale a1 = 1, 21 = 2 a ap <
Tty zo < 1. S takto nastavenymi premennym

21, ..., 24 lahko vyjadrime tcéelovi funkciu

1 1
f($7y7217...,24,041,...,(137517...,(55) :1+§Zl +422*2237§Z4
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Prezentované priklady snad utvrdili ¢itatelovu intuiciu, Ze pomocou ILP sa daj zapisat ovela
zloZitejSie problémy, ako pomocou linedrnych programov, a teda aj rieSenie ILP by malo byt ovela
tazsie. UkdZzeme si, Ze tomu tak naozaj je: uz aj tloha zistit, ¢i dany ILP m4 vobec nejaké pripustné
rieSenie, je N P-tuplna, a teda neocakavame, Ze by sme nasli polynomialny algoritmus na riesenie
ILP. Pre tplnost zopakujeme definiciu problému SAT

Definicia 2.2. Majme n logickjch premennych x1,...,x, € {true, false}. Literdl je pre-
mennd x; alebo jej negdcia T;. Klauzula je dizjunkcia literdlov C' =1, VIV .-V, . Formula
v konjunktivnej normélne forme (CNF) je konjunkcia klauzil F = Cy ACo A+ - ACly,. Problém
SAT je rozhodovaci problém, v ktorom je na vstupe dand formula F v CNF a ilohou je zistit,
¢i eristuje ohodnotenie premennych x1,...,x, tak, aby F bola splnend.

Zékladné tvrdenie z tedrie je Cook-Lewinova veta, ktora hovori, ze problém SAT je N P-uplny,
t.j. keby existoval polynomialny algoritmus pre SAT, platilo by P = N P. Teraz ukazeme, Ze keby
existoval polynomialny algoritmus A, ktory pre dany ILP zisti, ¢i ma nejaké pripustné riesenie,
existoval by aj polynomialny algoritmus A’ riesiaci SAT. Predpokladajme, ze mame algoritmus Aa
ideme popisat, ako pracuje A’. Nech vstupné formula F' pozostava z klauztl Cy, ..., C,,. Ozna¢me
P; mnozinu premennych, ktoré sa vyskytujia v C; ako pozitivne literdly, a N; mnoZzinu tych premen-
nych, ktoré sa v C; vyskytuji v negovanych literdloch. Napriklad pre klauzulu C; = (1 VT2 V x3)
je Pi = {x1,23} a N; = {x2}. Zostrojime zadanie ILP I tak, ze kazdej logickej premennej z; zo
vstupnej formuly bude prirodzenym sposobom zodpovedat (rovnako nazvand) premennd x; € Z s
obmedzeniami 0 < 2; < 1. Splitujtice ohodnotenie musi spliiat aspoii jeden literal v kazdej klauzule
C;, ¢o sa dé vyjadrit obmedzenim

Zx—f— Z(l—x)zl

zEP; zEN;

Napriklad pre formulu
(1 Vo V) A (@TTVZ2VT3) A1 V2 VI3) A (TT VT2V as) A (TT V22V xg)
dostaneme obmedzenia

T1+x9+2x3>1
I—z1)+(1—a2)+(1—a3)>1
1+ (1—x2)+(1—23)>1
(I—z1)+(1—a2)4+2a3>1
(1—z)+a2+a3>1
r1,Ta,x3 >0

x1, T2, 73 <1

Zjavne kazdé spliiujice ohodnotenie F' je pripustnym rieSenim I a naopak. Preto F' je splnitelnda
prave vtedy, ak existuje pripustné riesenie I.

Cvicenie. Skiste in€ zname N P-tazké problémy (napr. problém obchodného cestujiceho, ndjdenie
najvicsej kliky v grafe, ... ) redukovat na ILP.

Nase predchddzajtce tivahy mozme zhrnaf takto: ILP je vSeobecny formalizmus, pomocou ktorého
sa daju zapisat mnohé optimalizacéné problémy. Tato vyrazova sila je zaroven jeho slabinou, lebo

neocakdvame, ze by existoval efektivny algoritmus, ako ILP riesit.
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Dobry: MAX-WEIGHTED-BIPARTITE-MATCHING

Predpokladajme, Ze méme za tlohu napisat program, ktory hra strategicka hru. V jednom tahu
mé k dispozicii niekolko figtir, z ktorych kazd4 moZe potencidlne zattocit na niektort nepriatelski
figiru (najprv sa mus{ presuntit na niektoré prilahlé poli¢ko, pricom sa dve figliry nemozu presuntt
na to isté poli¢ko). Kazdy potencidlny utok mé ¢iselne vyjadreni silu a cielom je presunut figiry
tak, aby celkova sila itoku bola ¢o najvicsia.

Kazda z figr v spodnom riadku sa mé#Ze presunif na niektoré z vyznadenych modrych poli¢ok
a zattocit na nepriatelskt figiru; éisla udavaju silu Gtoku. Najsilnejsi Gitok je zvyrazneny.

Problém, ktory riesime, je znamy ako problém najvicsieho bipartitného parovania:

Definicia 2.3. Majme dany bipartitny graf s hranami ohodnotenymi nezdpornymi redlnymi
&islami. Cielom problému MAX-WEIGHTED-BIPARTITE-MATCHING je ndjst mnoZinu hrdn s
najvicsim sictom vdh tak, aby Fiadne dve vybraté hrany nezdielali vrchol.

Problém MAX-WEIGHTED-BIPARTITE-MATCHING sa lahko zapiSe ako ILP. Nech je na vstupe
bipartitny graf G = (V, E) s ohodnotenim w : E — RT. Pre kazdt hranu e € F budeme mat
premennt z. € {0,1}, ktord bude urcovat, ¢i je dand hrana vybratd. Cielom je maximalizovat
stucet vdh vybratych hran, t.j. max )~ . p weze. Obmedzenia musia zabezpecit, aby z okolia kazdého
vrchola v bola vybratd najviac jedna hrana. Cely ILP potom vyzerd takto (obmedzenia xz. < 1
netreba pisat explicitne, nakolko vyplyvaju z ostatnych):

maximalizovat > wex,
ecE

AN

pri obmedzeniach > =z, 1 YoeV
e€E (19)

e=(v,w)
ze > 0 Vee E
Te €

Napriklad pre graf vlavo dostaneme obmedzenia
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Te, <1
Tey +Te, <1
Tey + Tey <1
Tey + Ty + Tey <1 (20)

Tey +Tey <1

x€17x€271“6371“64a1‘e5 2 0

KedZe na riesenie ILP nemame efektivny algoritmus, moézme skusit vyriesit relazovany LP, kde
z programu (19) vynechdme obmedzenia z. € Z. Zjavne, vSetky pripustné riesenia ILP su aj
pripustnymi rieSeniami relaxovaného programu, preto optimum relaxovaného programu je horny
odhad optimdlneho rieSenia ILP. Ako sme vSak videli, riesit relaxovany program vo vSeobecnosti nie
je dobry napad, lebo optimélne rieSenie relaxovaného problému moze byt od optimélneho rieSenia
povodného ILP velmi daleko. Lenze my sa teraz nezaoberdme vSeobecnym ILP, ale konkrétne
takym, ktoré sme dostali uvedenym postupom z nejakého bipartitného grafu. Mozme teda dufaf,
ze dodatocnd Struktira obmedzeni sposobi, ze rieSenie relaxovaného problému bude niest nejakt
informéaciu o pévodnom ILP. Skisme napriklad pre obmedzenia z (20) nastavit we, = 1 a w,, =

- = we, = 10 a vyriesit relaxovany program. Ak spustime simplexovy algoritmus!, na nage
potesenie bude ndjdené optiméalne rieSenie celociselné, aj ked existuju aj necelociselné optimélne
rieSenia (napr. o, = 0, T, = -+ = Tey = %) Moézme to skusit s inymi vdhami aj na inych
grafoch a vysledky budu rovnaké: simplexovy algoritmus vzdy najde celo¢iselné optiméalne rieSenie
relaxovaného programu, ktoré je na zaklade predchadzajicich tivah optiméalnym riesenim ILP.
Skuisme teraz zistif pri¢inu tohto spravania. NapiSme si na$ program v maticovom tvare

max{c'x | Ax < b, x > 0}

kde
1 10 0 0 0 Ze, 1
10 01010 Ze, 1
c=1] 10 A=10 0 1 0 1 X=| Xe, b=|1
10 1 1.1 0 0 Te, 1
10 0 00 11 Tes 1

Matica A je tzv. matica incidencie bipartitného grafu, t.j. matica, ktord ma riadok pre kazdy
vrchol a stipec pre kazdd hranu, pricom v kazdom stipci st prave dve jednotky, a to prave v
riadkoch prisltichajtcich koncovym vrcholom danej hrany. Zaroven vidime, Ze podmienka z., <1
vyplyva z nezdpornosti a podmienky x., + Z¢, + ., < 1, a tak prvy riadok moéZeme vynechat.
Pridame rezervné premenné a dostaneme program v normalnom tvare:

max{¢'% | Ax = b, x > 0} (21)
kde

1 :1:61

10 Te,

18 010101000 ies 1
<~ | 1o i_looro101 00 | o p_ |t
1 {11 1000010 x= o I

000110001 ! 1

0 EP)

0 S3

0 S4

1Pre vicsi dramaticky efekt to odportucame Eitatelovi naozaj vyskusat.
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Pre kazda bazu B, je matica Ap regularna Stvorcova matica 4 x 4 a nenulové premenné prislusného
bazového riesenia st riesenim systému

Apxp = b,
takZe podla Cramerovho pravidla je i-ta zlozka rieSenia
det (AB<i>)
det (AB)

kde Ap(i) je matica, ktort dostaneme z Ap, ak i-ty stipec nahradime vektorom b. Napriklad pre
bazu B = (2,4,7,8) dostdvame systém

1 1 00 Tey 1
Arir — 0 010 ze, | |1
BEB= 11 0 0 1 ss | |1
01 00 S3 1
Pri pouziti Cramerovho pravidla potrebujeme tieto determinanty:
1 1 00
~ 0010
det (dp) =| | o o 1 |=1
01 00
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 10 11 0 1
1010_0 0110_1 ()010_1 0011_1
100 1| 11 0 1| 10 1 1| 10 0 1|
1 1 00 01 00 01 10 01 0 1

Dostali sme rieSenie z., = 0,z., = 1,52 = 1,84 = 1 ¢o zodpoveda (neoptimalnemu) celo¢iselnému
rieSeniu, v ktorom je vybratéa iba hrana e4. Rezervné premenné so = s3 = 1 hovoria, Ze vrcholy
v3 a vy (druhy a treti riadok matice fl) maju volni kapacitu. Namiesto toho, aby sme takymto
sposobom overili vSetkych (2) = 126 potencidlnych béaz, pokisime sa tento postup zovseobecnit.

Definicia 2.4. Stvorcovd matica A s celociselnymi prokami sa nazjva unimoduldrna, ak
det(A) = +1, kde det oznacuje determinant matice.

Matica (nie nutne Stvorcovd) A s celoéiselnymi prokamsi sa nazjva totélne unimoduldrna
(TUM), ok kaZdd jej requldrna §tvorcovd podmatica (1.j. matica rozmerov k X k, ktord vznikne
a A vgberom nejakijch k riadkov a nejakijch k stlpcov) je unimoduldrna

Tato definicia Specidlne znamend, ze vSetky prvky TUM matice A st 0,+1: kazdy prvok je totiz
podmatica rozmerov 1 x 1.

Veta 2.5. Majme linedrny program v normdlnom tvare max{c'x | Ax = b, x > 0}, kde A je
TUM matica a b je colociselny vektor. Potom vsetky bdzové riesenia su celociselné.

Dékaz: Uvazujme bazu B. Ap je Stvorcova regularna matica a nenulové zlozky bazového rieSenia
st rieSenia systému Agxp = b a daji sa explicitne vyjadrit ako

det (Ap ()
det(AB) '
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Kedze A je TUM, det(Ap) = +1. Pre vypocet determinantu det (Ap(i)) pouzijeme jeho rozvoj
podTla i-teho stipca

det (Ap(i)) = (1) '01Cy + -+ + (= 1) by O,

kde C; st determinanty $tvorcovych podmatic A, a teda C; € {0,+1}. Kedze podla predpokladu
b € 7Z, doékaz je hotovy. ]

V skutoc¢nosti sme pouzili iba slabsiu vlastnost ako unimodularita: stacilo ndm aby determinant
regularnej podmatice m x m bol £1 a ostatné determinanty stvorcovych podmatic boli celociselné.
Ni¢menej trieda problémov s TUM maticami je dostato¢ne bohaté. Uk&zeme teraz niekolko tvrdeni
o TUM:

Veta 2.6. Nech A je TUM rozmerov n X m a nech k < m. Potom B := < A }%), kde Iy, je
k
identickd matica rozmerov k x k, je TUM.

Dékaz: Nech C je lubovolnd regularna Stvorcovd podmatica matice B, t.j. C = (Cy | C2), kde C4
st stlpce matice A a Cs s stlpce z I. Riadky C preusporiadame tak, Ze riadky, ktoré s nulové v

Cy dame na vrch, a teda
A0
o= (%11)

kde A’ je $tvorcovd podmatica A. Kedze C je regularna, plati det(C) = +1. O

Veta 2.7. Majme linedrny program v tvare max{c'x | Ax < b, x > 0}, kde A je TUM matica a
b je colociselny vektor. Potom vsetky bdzové riesenia su celociselné.

Dokaz: Podla Vety 2.6 je matica (A | I), kde I je identickd matica m x m, TUM; tvrdenie vyplyva
z postupu normalizécie linedrnych programov (matica I zodpovedé rezervnym premennym). [

Veta 2.8. Nech A je matica s prokami a;; € {0, %1}, ktorej riadky sa daji rozdelit na dve mnoZiny
Il, .[2 tak, ze

1. Ak md nejaky stlpec dva proky s rovnakgm znamienkom, ich prislusné riadky si v réznych
mmnoZindch

2. Ak md nejaky stlpec dva prvky s roznym znamienkom, ich prislusné riadky st v rovnakej
mmnozine.

Potom A je TUM.

Doékaz: Potrebujeme dokézat, ze kazd4 regularna Stvorcova podmatica k x k méa determinant +1.
Toto tvrdenie dokdZeme indukciou na velkost podmatic. Bazu indukcie tvoria podmatice 1 x 1,
t.j. prvky matice. Predpokladajme teraz, Zze tvrdenie plati pre podmatice rozmerov k — 1 x k — 1.
Zoberme si fubovolni §tvorcovia podmaticu C rozmerov k x k. Ak C ma vietky stipce nulové, je
singularna. Ak ma nejaky stipec s prave jednym nenulovym prvkom (t.j. 1), pouZijeme rozvoj
determinantu podTla tohto stipca a z indukéného predpokladu dostaneme det(C) = +1. Nech teda
kazdy stipec C' mé asponi dva nenulové prvky. Z podmienok vety ale vyplyva, Ze pre kazdy stipec

7 plati
e e
i€y i€l
Preto linedrna kombinécia riadkov je 0 a det(C') = 0. O

Désledok 2.9. Kazdy linedrny program tvaru
max{c'x | Ax <b, x > 0}

alebo
max{c'x | Ax <b, x > 0},

kde b je celociselny vektor a A je
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1. matica incidencie neorientovaného bipartitného grafu, alebo

2. matica incidencie orientovancho grafu?
md véetky bdzové riesenia celociselné.

Dokaz: V pripade 1) oznacme I; riadky prislichajice vrcholom jednej biparticie, v pripade 2)
budu v I; vsetky riadky. Pouzijeme vetu 2.8. O

Teraz vidime, ze problém MAX-WEIGHTED-BIPARTITE-MATCHING je iba jednym z mnohjch prob-
lémov, kde simplexovy algoritmus na relaxovanom linedrnom programe vzdy najde celociselné opti-
mum. Pochopitelne, pri N P-tazkych problémoch uz také stastie nebudeme mat. Napriek tomu,
niekedy relaxovany linedrny program pomoze najst aspoii priblizné rieSenie, ako uvidime v dalsich
castiach.

Cviéenie. Zapiste problém hladania nagkratsej cesty ako linedrny program.

Zly: MIN-VERTEX-COVER

Problémy, v ktorych relaxovany linedarny program najde optimalne rieSenie, si skér vynimkou.
Aj v inych pripadoch vSak moZe rieSenie relaxovaného problému pomoct. Ako priklad pouZijeme
aplikdciu z vypoctovej bioldgie (vid. [7]). Jedince jedného druhu maji velmi podobny gendm,
ktory sa lisi iba na niekolkych miestach. Cielom je identifikovat tzv. snipy (Single Nucleotide
Polymorhism) v gendme, ¢o si miesta v genéme, kde sa mozu vyskytoval rozne hodnoty, pricom
naokolo je rovnaky obsah. Geném je sada sekvencovanych fragmentov a vstupom je matica, ktora
udéva hodnotu (A, B alebo — pre neurcené) daného snipu na danom fragmente. Cielom je najst
ofarbenie fragmentov dvoma farbami tak, aby zodpovedali dvom alternativnym genémom.

s1 52/ 53 54 s5
fi [ |[AB A |
f2 [ 1BlA Bl |
f3 L= A
Ja | L4 B
fs A (4AXB) —| |
fo [ 1B B Bl |

Konfiguracia fragmentov fa,f5 a snipov s2,s3 tvori konflikt: podla snipu s2 musia fragmenty fa
a f5 mat rozne farby, podla snipu s3 potom ale vSetky hodnoty s3 musia byt B, ¢ize s3 nie
je snip. Keby hodnota s3 na fragmente fg bola A, zelené a Cervené fragmenty by zodpovedali
dvom alternativnym genémom.

Vstupné data vzdy obsahujt chyby. Konfiguracia dvoch fragmentov a dvoch snipov ako na pred-
chédzajicom obréazku tvori konflikt: jeden zo snipov musel byt preéitany zle a treba ho ignorovat.
Ak méme pre kazdy snip ¢iselne vyjadrent jeho vyznammnost, moézme zostrojit konfliktovy graf
snipov, t.j. graf, kde snipy st vrcholy a dva snipy, ktoré st v konflikte sit spojené hranou. Prvym
krokom k néjdeniu alternativnych genémov je vyhodif ¢o moZno najmenej snipov tak, aby vo
vysledku neboli konflikty. Prirodzene tak dostavame instanciu problému MIN-VERTEX-COVER:

Definicia 2.10. Dany je jednoduchy graf G = (V, E) s vrcholmi ohodnotengmi nezdpornymsi
vdhami, t.j. funkciou w : V — RY. Cielom problému MIN-VERTEX-COVER je vybrat mnoZinu
vrcholov tak, aby kaZdd hrana bola incidentnd aspori s jednym vybratym vrcholom a celkovd
vaha vybratych vrcholov bola minimadalna.

2matica, ktord ma riadok pre kazdy vrchol a stipec pre kazda orientovant hranu, pricom v stipci prislichajicom
hrane (v;,v;) je na i-tom riadku 1, a na j-tom riadku -1 (ostatné prvky su nulové).
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Priklad vrcholového pokrytia. Modré vrcholy maja vahu 1, zlté vahu 2 a Cervené vahu 13. Celé
pokrytie ma vahu 47. D4 sa ndjst pokrytie s mensou vahou?

Uloha sa dé jednoducho zapisaf ako celociselny linedrny program. Pre kazdj vrchol v € V za-
vedieme premennu z, € {0,1}, ktord indikuje, ¢i je dany vrchol vybraty. Cely linedrny program
potom vyzerd nasledovne:

minimalizoval Y w,,

veV
pri obmedzeniach  z, +z, > 1 Ve = (u,v) € E (22)
z, > 0 YveV
T, € Z

Uéelové funkcia hovori, Ze sa snazime minimalizovat stéet vah vybranych vrcholov. Pre kazda
hranu (u,v) € E médme obmedzenie tvaru x,, + z, > 1, ktoré zarudi, Ze aspoinl jeden z koncovych
vrcholov hrany je vybraty. Obmedzenia x, > 0 a z,, € Z spolu zaruéia z, € {0, 1}: ak je v nejakom
pripustnom rieseni niektora hodnota x, > 1, nastavenim z,, = 1 ostant vSetky obmedzenia splnené

Problém MIN-VERTEX-COVER je NP-fazky, a tak neoakdvame, Ze by sme program (22)
vedeli riesif v polynomidlnom ¢ase. Uspokojime sa preto s aproximéciou: chceme najst rieSenie,
oznacuje ako 2-aproximaény (v nasledujicej definicii r nemusi byt konstanta, preto potrebujeme
brat suprémum cez vSetky vstupy danej velkosti):

Definicia 2.11. Majme optimalizaéng problém P a polynomidlny algoritmus A, ktory ho
riesi. Nech m*(x) je hodnota optimdlneho riesenia pre vstup x a m4(x) je hodnota, ktord
vrati algoritmus A. Aproximadny pomer algoritmu 4 na vstupe xje

Ra(x) Z;(é?) ak P je mazimalizacny
Ax) =
Zf‘(()}:)) ak P je minimalizacny

Algoritmus A je r(n)-aproximaény, ak

Vn: sup Ra(x) <r(n)
|1X|=n

pricom suprémum sa berie cez vietky vstupy dlzky n.

Zac¢neme tym, ze z programu (22) odstranime obmedzenia x, € Z, ¢im dostaneme relaxovany
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linedrny program

minimalizovat Y w,x,
veV
pri obmedzeniach  x, + x,

Ty

> 1 Ve = (u,v) € E (23)
> 0 YveV

ktory vieme efektivne vyriesif. Nech teraz OPT je optimalne (celoéiselné) rieSenie programu (22) a
X je optimélne riesenie programu (23). Zjavne w'x < OPT (relaxéaciou sme mnozinu pripustnjch
rieSeni iba zvidsili, preto optimum sa mohlo iba zmensit). Otdzka, ktord nas tréapi, je, ako daleko je
OPT od w'x a ako dostatf z x celo¢iselné rieenie, ktoré nebude daleko od OPT. V tomto pripade
sa ukaZe, Ze mame stastie a OPT < 2w'x. Situicia je ako na nasledujiicom obréazku:

OPT néjdené rieSenie

wTx ' 2wTx

1
| I i
i
‘
i
4 ~ ' P

Hodnoty pripustnych riegen{

celoéiselné rieSenia

Spomedzi moznjch hodnét tidelovej funkcie je w'x miniméalna. Nés zaujima OPT, &o je miniméalne
celoiselné riesenie. Ak sa nam podari skonstruovat celo¢iselné rieSenie s vahou nanajvys 2wTx,
mame zarucené, ze jeho vaha je najviac 20PT.

Najjednoduchsi sposob, ako z x dostat celo¢iselné rieSenie je zaokruhlit hodnoty x,. Vieme, Ze
vietky x, > 0 a takisto bez ujmy na vSeobecnosti z, < 1 (v optimalnom rieSeni nemé zmysel
mat hodnotu z, > 1: keby to tak bolo, nastavenim x, = 1 sa hodnota w,z, nezvicsii a vsetky
obmedzenia ostant splnené), preto zaokrthlenie vlastne znamend vybraf tie vrcholy, pre ktoré
Ty > % Najprv si treba uvedomit, Ze rieSenie, ktoré takto dostaneme, je pripustné: ak v povodnom
rieSeni platilo x, + x, > 1 pre hranu (u,v), tak aspoii jedna z hodndt z,,x, > % a teda ju pri
zaokrihleni nastavime na 1. Fakt, Ze zaokruhlené riesenie je najviac dvojnasobok optimélneho
rieSenia vyplyva z toho, Ze pre zaokruhlené riesenie X plati

w'g = Z Woyly = Z Woly <2 Z Woly < 2 Z Woly = 2w x.

veV veEV veEV veV
@y>1 zp>L
Tv=3 v=3

Prvé rovnost je iba rozpisany skalarny sucin. V druhej rovnosti sme vyuzili, Ze vrcholy v, pre ktoré
Ty < %, maji &, = 0. Dalsia nerovnost vypl§va z toho, Ze vietky zostavajice vrcholy majt x, > %
az, =1.

To, Ze jednoduché zaokruhlenie pomerne dobre zafungovalo, je dosledkom $pecidlnej Struktiry
relaxovaného programu (23). O chvilu ukdzeme, ze kazdé pripustné bazové rieSenie programu (23)
je polocelociselné, t.j. z, € {07 %, 1}. Z toho vyplyva, Ze existuje optimélne polocelociselné riesenie
a ked v nom nahradime vsetky % jednotkami, celkova vaha sa najviac zdvojnasobi. Pri dokaze
vyuzijeme nasledujicu vSeobecnii lemu, ktora hovori, Ze v linedrnom programe pripustné bazové
rieSenia tvoria vrcholy D: bod, ktory nie je vrchol, lezi na nejakej tisecke, ktora je cela vovnutri

telesa, a teda sa da napisat ako ty + (1 — ¢)z pre dva body y,za 0 < 1 < t.

Lema 2.12. Majme [ubovolny linedrny program v normdlnom tvare. Potom Ziadne pripustné
riesenie x, ktoré je konvexnou kombindciou pripustnych rieseniy, z (t.j. x =ty + (1 — t)z pre
nejaké t : 0 <t < 1) nie je bdzové.
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Dékaz: Majme pripustné bazové rieSenie x a predpokladajme sporom, ze je konvexnou kombiné-
ciou pripustnych rieSeni y, z. Nech B je bazovd mnoZina rieSenia x, t.j. Ap je reguldrna Stvorcova
matica a x; = 0 pre vetky j ¢ B. Uvazujme vektor € taky, ze ¢; = 0 pre j € B a ¢; = —1 inak.
Zjavne & x = 0 a zarovei pre fubovolné v > 0 plati &' v < 0. Navyse, ak v m4 aspoii jednu zlozku
v; > 0 pre j € B, tak ¢'v < 0. Vieme, 7e x = ty + (1—t)z ateda 0= Tx=t&"y+ (1 —t)ETz pre
y,z > 0. To je mozné iba vtedy, ak ¢'x = ETy =&'z= 0, a teda y aj z maja vsetky y; = z; =0,
j € B. LenZe x, y, z st pripustné, preto Ax = Ay = Az = b. KedZe x, y, z maji nebazové
zlozky nulové, mame Apx = Agy = Apz = b. Ap je vSak regularna Stvorcova matica a preto ma
jednoznac¢né riesenie, takze x =y = z. O

Vieme teda, Ze nam stad¢i ukazat, Ze kazdé pripustné rieSenie x programu (23), ktoré priradi neja-
kému vrcholu hodnotu z, ¢ {07 %7 1} sa d& napisat ako konvexnd kombindcia dvoch pripustnych
rieSeni y a z.

Zoberme si Tubovolné pripustné rieSenie x, ktoré priradi nejakému vrcholu hodnotu x, & {O L 1}.

59
, %, 1} rozdelme do dvoch skupin takto

1 1
V+={v0<xv<2} V_z{v2<xv<1}

Zafixujme si konstantu € a definujme dve rieSenia y a z takto:

Vrcholy, v ktorych x ma iné hodnoty ako {0

Ty +e, akaxz, eV, Ty —e, akxz, eV,
Yp = r,—¢, akx,€eV_ Zy = x,+e, akaxz,€V_
Ty, inak Ty, inak

Zjavne y # z a x = 3(y + z). Takisto lahko vidiet, Ze pri volbe ¢ < min{z, | v € V} budt
y,z > 0. Ostava nam ukazat, 7e y,z spliiaji obmedzenia na hranach. Zoberme si hranu (u, v), kde
Ty + Ty > 1. Ak e < %(Ccu + x, — 1), tak toto obmedzenie je splnené v y aj z. Ak x, + z, = 1,
st dve moznosti: bud x,, z, € {0, %7 1} alebo u € Vi, v € V_ (alebo naopak). V kazdom pripade,
pre Tubovolnt volbu ¢, aj tdto podmienka ostane splnend v y aj z.

Na tomto mieste sme ¢itatelovi dlzni vysvetlenie. Nagli sme 2-aproximac¢ny algoritmus a tvarime
sa spokojne. Preco? V realite je predsa rieSenie, ktoré by bolo dvojnasobkom hladaného optima,
zvicSa nani¢. Odpovedi, preco st algoritmy s dokdzatelnym aproximaénym pomerom zaujimavé,
je niekolko.

Teoreticky® zaujem. Napriek silnym vysledkom teérie zloZitosti, ani po desafrodiach snahy po-
riadne nerozumieme, prec¢o niektoré problémy st "Tahké” a iné ”fazké”, ¢i uz ”tazkost” znamend
optimélne rieSenie alebo aproximaciu. S problémy, pre ktoré sa da néjst v polynomidlnom céase
Tubovolne presnad aproximécia. Na druhej strane st iné problémy, pre ktoré nevieme najst ani
velmi slaby aproximac¢ny algoritmus (napriklad s pomerom n%9), ale vieme, Ze existencia také-
hoto algoritmu by znamenala P = NP. Ak o nejakom probléme ukdZeme, Ze preitho existuje
napriklad 2-aproximacény algoritmus, zaradi sa tak do hierarchie znamych problémov s podobnymi
vlastnostami a da sa duafaf, Ze tito podobnost ¢asom budeme vedief nejak vyuzit.

.....

tiky, bud navrhnuté Specificky pre dany problém alebo metaheuristiky typu simulované Zihanie,
tabu-search, ¢i neurénové siete. Heuristiky vécSinou najdu rieSenie pomerne blizko optimu, ale v
zriedkavych pripadoch mozu skonéit s velmi, ale ozaj velmi zlym rieSenim. Aproximacné algoritmy
st zvycajne rychle, o niekolko radov rychlejsie ako niektoré metaheuristiky. Preto je rozumné
spustit rychly vypodet, ktory zaruci, Ze ani v zlom pripade nebude rieSenie katastroficky zlé.

Pouzitie ako heuristika. Dokézana hranica je najhorsi pripad spomedzi vSetkych vstupov. Na-
tieto odhady st ¢asto pomerne hrubé. D4 sa dufat, a nezriedka je to aj pravda, Ze navrhnuté algo-
ritmy dévaju na “beznych” inStanciach ovela lepsie vysledky, ako garantované hranica. Analyzovat

3autor nevnima slovo “teoreticky” derogativne
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“bezné” instancie je ale oSemetnd zalezitost. Analyza priemerného pripadu sa spolieha na apriérnu
informéciu o pravdepodobnostnom rozdeleni vstupov; v realite sii ale dokonale ndhodné vstupy
velkou vynimkou. V pripade, Ze algoritmus je planovany pre konkrétne nasadenie, daju sa pouzit
vstupy z podobnych situécii (napr. pri pouziti MIN-VERTEX-COVER problému pre hladanie snipov
sa daju na testovanie pouzit zndme konfliktové grafy snipov vo viere, ze v skuto¢nom nasadeni
budt mat vstupy podobné vlastnosti). Ked nas ale zaujima algoritmus ako taky (napriklad ako
sucast nejakej vSeobecnej kniznice), pojem “beznej” instancie nedéva zmysel a musime pracovat
s najhorsim pripadom. V tomto smere je vyhodou mnohych algoritmov zalozenych na linearnom
programovani, ze davaju s kazdym rieSenim aj odhad optima z opaé¢nej strany (v nasom pripade
je hodnota relaxovaného optima dolnym odhadom pre skuto¢né optimum); mame teda pre kazda
instanciu interval, v ktorom vieme, Ze sa skuto¢né optimum nachadza.

Ako ilustraciu sa pozrime na nas 2-aproximacny algoritmus pre MIN-VERTEX-COVER. Ako prvy
test pouZijeme napriklad zoznam vsetkych stvisljch kubickych? grafov na 20 vrcholoch (je ich
510489). V nevdhovanom pripade (t.j. vSetky vrcholy maja véhu 1) st vSetky relaxované rieSenia
tvaru o, = -+ = Zy,, = %; optimum relaxovaného programu je teda 10 a po zaokrihleni mame
trivialne rieSenie s hodnotou 20. Priemerné celoéiselné optimum je ~ 11.5. Ak sme kazdému vrcholu
nastavili vadhu ndhodné ¢islo z rozsahu {1,...,100}, v rieSeni relaxovaného programu sa ovela viac
vyskytovali hodnoty 0 a 1 a dostali sme priemerny aproximacny faktor 1.352433. Pri vahach tvaru
1+ 2%, kde i je ndhodné ¢islo z rozsahu {1,...,10}, to bolo dokonca iba 1.041625 a ak sme navyse
pridali dva vrcholy spojené so vSetkymi vrcholmi pévodného grafu, vysledok bol 1.086788.

Teraz sa pozrime na nadhodné grafy. Testovali sme 60-vrcholové grafy; pre ocakavany priemerny
stupeti d bola kazda dvojicu vrcholov (u,v) nezdvisld pravdepodobnost d/59, Ze buda spojené
hranou. Spomedzi takto vygenerovanych grafov sme pre kazdi hodnotu d vybrali 1000 takjch,
ktoré boli stvislé. Nasledujtci obrazok ukazuje zavislost priemerného relaxovaného optima, za-
okrtihleného riesenia a skuto¢ného optima pre rozne hodnoty d s vahami tvaru 1 + 2%, kde 4 je
nahodné ¢islo z rozsahu {1, ...,10}.

6000 —
5500 —
5000 —
4500 —
4000 —
3500 —
3000 —
2500 —

Vidime, ze pre riedke grafy (s ofakavanym stupiiom cca do 7), je oGakdvané relaxované rieSenie
o . 7 v/ z . 7 ~ s > v v/ /. v /. > z
velmi blizke celo¢iselnému optimu. Zaroven mé vela poloziek celociselnych, takze zaokrithlovanim
sa prili§ nestrdca (pre d ~ 3 je optimalizaény pomer ~ 1.01, t.j. chyba je 1%, pri d ~ 5 je
chyba cca 8%). Ako sttipa hustota, pribida necelo¢iselnych poloziek v relaxovanom rieSeni a tym
sa zvicSuje rozdiel medzi celodiselnym a relaxovanym optimom, aj medzi relaxovanym optimom
a zaokrihlenim. Pri odakdvanom stupni cca 15 zacne byt relaxovaé rieSenie zloZzené takmer zo
samych %, takze zaokrihlenim sa ziska dvojnasobok; zarovern ale stipa celo¢iselné optimum, takze

4t.j. kazdy vrchol ma prave troch susedov
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aproximacny faktor postupne klesa. Vidime teda, ze aj pre jednoduchy algoritmus, ktory ma
garantovany aproximacny pomer 2, existuja triedy vstupov, kde dosahuje ovela lepsi pomer.

Skaredy: MAX-INDEPENDENT-SET

V predchadzajtcej Gasti sme si za tlohu dali minimalizovat celkovii vahu vyhodenych snipov tak,
aby z kazdej hrany konfliktového grafu bol vyhodeny aspon jeden snip. Ta istd tlohu mézme
formulovat aj tak, Ze chceme zachovat ¢o najviac snipov tak, aby Ziadne dva vybraté neboli
spojené hranou. Dostavame tak problém MAX-INDEPENDENT-SET:

Definicia 2.13. Dany je jednoduchy graf G = (V, E) s vrcholmi ohodnotengmi nezdpornymsi
vdhami, t.j. funkciou w : V — RT. Cielom problému MAX-INDEPENDENT-SET je vybrat mno-
Zinu vrcholov tak, aby Ziadne dva vybraté vrcholy neboli spojené hranou a aby celkovd vdha
vybratych vrcholov bola mazimdalna.

Pre kazd nezavisli mnozinu S zvys$né vrcholy V —S tvoria vrcholové pokrytie: kedze S je nezévisla,
kazda hrana je incidentné najviac s jednym vrcholom z S a teda aspon s jednym vrcholom z V' — S.
Naopak, pre kazdé vrcholové pokrytie C' tvoria zvysné vrcholy V — C nezavisli mnozinu: kazda
hrana je incidentné aspon s jednym vrcholom z C, a teda ziadne dva vrcholy z V' — C' nie st
spojené hranou. Problémy MIN-VERTEX-COVER a MAX-INDEPENDENT-SET st preto z pohladu
optimélneho riesenia ekvivalentné. Z pohladu aproximaécie sa ale spravaju velmi odlisne.

V nevdhovanom hviezdicovom grafe s n vrcholmi je maximalna nezavisld mnozina S* velkosti
n — 1 a miniméalne vrcholové pokrytie V' — S* velkosti 1. Biele vrcholy vpravo tvoria nezdvislia
mnozinu S velkosti n/2, ktoré je 2-aproximdciou optiméalnej, ale n/2 vrcholov z mnoziny V — S
je iba m/2-aproximéciou optimélneho vrcholového pokrytia.

Rovnako ako problém MIN-VERTEX-COVER, aj MAX-INDEPENDENT-SET sa d4 zapisat ako celo-
¢iselny program

maximalizoval Y w,x,
veV

pri obmedzeniach =z, +z, < 1 Ve = (u,v) € E (24)
T, > 0 YvoeV
T, € Z
Ked budeme uvazovat Specialny pripad neovahovanych grafov, t.j. w,, = -+ = w,,, = 1 podobne
ako v pripade MIN-VERTEX-COVER budu pre husté grafy optimalne riesenia relaxovaného prog-
ramu tvaru T,, = -+ = Ty, = % Tu sa vS8ak podobnost s MIN-VERTEX-COVER konéi: je totiz

vela hustych grafov, ktoré maji malt maximélnu nezdvisli mnozinu, ale aj v nich mé relaxované
optimdlne rieSenie hodnotu aspoii n/2. Neda sa teda najst zaokrthlovaci algoritmus, ktory by vzdy
vratil celoéiselné riesenie blizko (napriklad o konstantny faktor) relaxovaného optima. Nie je to
nahoda; z vysledkov v [6] vyplyva, zZe ak by existoval akykolvek polynomiélny algoritmus, ktory by
riegil problém MAX-INDEPENDENT-SET s aproximaénym pomerom n'~¢ pre nejaké £ > 0, potom
P=NP.
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V tejto kapitole sme ukézali, Ze rézne optimalizacné problémy sa daju zapisat ako celociselné
linedrne programy; v niektorych pripadoch mé optimum relaxovaného programu uzky vzfah s
celodiselnym optimom a v inych pripadoch spolu vobec nestvisia. V dalsich kapitolach si ukézeme,
ako vyuzit relaxované linedrne programy na ziskanie (pomerne) dobrého celo¢iselného riesenia.

2.2 Deterministické zaokrihlovanie

V predchéadzajucej kapitole sme pri probléme MIN-VERTEX-COVER pouzili nasledovnu vSeobecna
schému na navrhovanie r-aproximacnych algoritmov:

garancia zaokrihlenia

hodnoty pripustnych rieseni celociselné riesenia

Ak hladdme minimum celoé¢iselného programu s hodnotou m*, ndjdeme (potencidlne mensie) mi-
nimum relaxovaného programu s hodnotou mg), zaokrthlime ho a dostaneme riesenie s hodnotou
m. Ak ukdZeme, Ze pri zaokrihlovani hodnota rieSenia stiipla najviac r-krat, mame zaruceny r-
aproximacny algoritmus. To, ¢o sme nazvali zaokrthlenie, vSak nemusi byt jednoduché aritmetické
zaokruhlenie, ale hocijaky deterministicky algoritmus. Uvedieme teraz priklad takéhoto rafinova-
ného zaokrihlovania.

MiNn-MuLtI-CuT

Ako motivaény priklad zoberme nasledovny problém®: méme databazu textov, v ktorych sa vy-
skytuju odkazy na rozne osoby a naSim cielom je rozlisit, kedy sa hovori o tej istej osobe a kedy
nie. To nemusi byt také Tahké, ako sa na prvy pohlad zd4, lebo t4 ist4 osoba sa niekedy referencuje
celym menom, niekedy inicidlami, niekedy prezyvkou, niekedy nepriamo poziciou (napr. ”britsky
premiér”) a pod. Predpokladajme, Ze mame k dispozicii (napriklad ako vystup algoritmov strojo-
vého ucenia na tréningovej mnozine dat) nejaky prediktor, ¢o je funkcia, ktord pre dve referencie
vrati realne ¢islo, pricom ¢im vicsia kladna hodnota, tym vicsia Sanca, ze ide o ta istd osobu a
¢Im mensia zédpornd hodnota, tym skor ide o dve rdzne osoby (0 znamené, ze ani prediktor netusi).
Méame teda dany graf, ktorého vrcholy st jednotlivé vyskyty a hrany si ohodnotené kladnymi
alebo zdpornymi ¢islami. Nasim cielom je rozdelif vrcholy na komponenty, pricom kazdy kompo-
nent zodpoved4 jednej osobe. KedZe prediktor nie je plne spolahlivy, nie vzdy existuje rozdelenie,
ktoré je s nim konzistentné. Chceme preto najst rozdelenie, ktoré minimalizuje celkovii chybu: ak
kladna hrana spaja dva komponenty, alebo zdporna hrana je vovnitri komponentu, ich védha (v
absolttnej hodnote) sa prirdta k celkovej chybe.

Sporov. [1, 4]
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Graf a jeho rozdelenie s celkovou chybou 8: kladné hrany s vdhami 4 a 1 idd medzi réznymi
komponentami a zaporna hrana s vahou -3 je vnuatri komponentu.

Uloha najst rozdelenie s minimalnou chybou je N P-tazké, preto sa skromne uspokojime s pribliz-
nym rieSenim. Pretransformujme si nas graf takto: kladné hrany zachovame. Pre kazda zaporni
hranu (u,v) s vdhou —w priddme do grafu novy vrchol (u,v), ktory spojime hranou vdhy w s
vrcholom v. Dostaneme tak graf s kladnym ohodnotenim hran a v fiom budeme riesit nasledovnii
tlohu: chceme z neho odobraf hrany s miniméalnou vdhou tak, aby v zostdvajicom grafe neboli
vrcholy (u,v) a v v rovnakom komponente stivislosti.

Cvicenie. Dokdzte, Ze tdto transformdcia je ekvivalentnd, t.j. ak mame rieSenie povodného prob-
lému s celkovou chybou c, existuje riesenie transformovaného problému s vdhou ¢ a naopak, ak

mame riesenie transformovaného problému s vdhou c, tak existuje riesenie povodného problému s
celkovou chybou c.

Povodny a transformovany graf (kedze povodny graf je neorientovany, transformécia nie je
jednozna¢nd). Pridané vrcholy st zelené, bodkovanou ¢iarou st spojené vrcholy, ktoré musia
byt v roznych komponentoch.

Transformovany problém je Specidlnym pripadom tlohy MiN-MurTi-CuUT:

Definicia 2.14. Majme dany jednoduchy graf G = (V, E) s hranami ohodnotenymi nezdpor-
nymi véhami, t.j. funkciou w : E — Rt a v riom k dvojic vrcholov (s;,t;),i=1,...,k. Cielom
problému MIN-MULTI-CUT je odobrat z grafu G mnoZinu hrdn s minimdlnou celkovou vdhou
tak, aby Ziadna dvojica (s;,t;) nebola v rovnakom komponente suvislosti visledného grafu.
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Riesenie instancie problému MIN-MULTI-CUT s celkovou cenou 12.

Specidlnym pripadom pre k = 1 je problém néjdenia minimalneho rezu, ktory je polynomialne rie-
sitelny, ale pre vSeobecné k je MIN-MULTI-CUT N P-tazky. Pokisme sa teraz formulovat problém
MiIN-MULTI-CUT ako celoéiselny linedrny program. Pre kazdd hranu e budeme mat premennt
z. € {0,1}, ktord bude urcovat, ¢i sme hranu odstrnili alebo nie. Chceme odstranit hrany s
minimalnou védhou, preto chceme minimalizovat vyraz ) . zcw(e). Obmedzeniami potrebujeme
zaru€it, aby vrcholy (s;,t;) boli v réznych komponentoch. Ozna¢me si Ps, ;, vSetky s; — t; cesty,
t.j. vSetky cesty v G, ktoré zacinaji v s; a konéia v t;. Potrebujeme, aby na kazdej z nich bola
vybraté aspon jedna hrana. Dostavame teda program (obmedzenie z. < 1 nemusime pisat expli-
citne, lebo vyplyva z minimalizdcie: ak je nejaké x, > 1, mdoZme ho zmensit na 1, obmedzenia
ostant zachované a hodnota rieSenia klesne):

minimalizovat > .we

ecE
pri obmedzeniach oxe > 1 Vie{l,...,k}, Vm € Ps, 1, (25)
eeem
ze > 0 Veec E
T. € Z

Program (25) teraz relaxujeme tak, Ze odstrdnime obmedzenia z, € Z. Dostaneme linedrny prog-
ram

minimalizoval > z.w,
ecE
pri obmedzeniach > e 1 Vie{l,...,k}, Ym e P, (26)
eecT

r. > 0 Vee E

Y

ktory mozme interpretovat nasledovne: na hrany grafu chceme namontovat Ziarice so silou z. tak,
aby kazda castica iduca z s; do t; dostala pocas svojej cesty asponl jednu jednotku ziarenia. Kazda
hrana mé cenu, ktort zaplatime za montdZz ziari¢a jednotkovej sily (we), priCom cena ziari¢a na
danej hrane je linearna od jeho intenzity. Nas relaxovany program ma ale este jednu chybu: méa
potencidlne exponencidlne vela obmedzeni, takZe simplexovym algoritmom ho nevieme efektivne
vyriesit. Upravme ho preto takto: uvazujme vsetky cesty m € Ps, ;,. Namiesto explicitnej pod-
mienky Y . 2. > 1 pre kazda cestu, priradme kazdému vrcholu v potencial p,gi) € R tak, ze
pgf) - pgi) > 1. Kazdej ceste m : s; = v1,02,...,v, = t; prislicha postupnost potencidlov vrcholov
pg,?7 pq(fz)7 ey pg,i). Ak vynatime, aby sila Ziarica na kazdej hrane cesty bola aspoii rozdiel poten-
cidlov, t.j. T(v; v;4,) = pEf}H — pﬂ?, budeme mat zarudené, Ze na celej ceste sa nazbiera aspori
jednotka. Namiesto programu (26) nam teda staéi riesit polynomiélne velky program
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minimalizovat > Z.we

eelE
pri obmedzeniach T, > pq(f) —pff) vie{l,...,k}, Ve€ E, e=(u,v) (27)
Te 2 pg) - pgl)
P —pl? > 1 Vie{l,... k}

Na jednej strane, kazdé riesenie programu (27) spliia podmienky programu (26), na druhej strane,
ak méame rieSenie programu (26), nastavime potencidly pgf) ako vzdialenost v od s;, kde za dlzku
hrany berieme z.. Lahko vidno, Ze takto nastavené potencialy spliiaji podmienky programu (27),
a teda programy (26) a (27) st ekvivalentné.

Program (27) mo6zme vyriesit napr. simplexovym algoritmom a dostaneme optiméalne rieSenie s
hodnotami premennych z} a cenou mg = > . priw.. Keby vietky 27 € {0,1}, mali by sme
priamo rieSenie programu (25) a teda aj problému MIN-MULTI-CUT. Ked to sktsime s grafom z
predchddzajiceho obrazka, zistime, Ze optimdlne rieSenie (27) je celoéiselné. To vyzerd nddejne,
tak mozme skusit napriklad takyto experiment: zoberieme vSetkych 510489 kubickych (t.j kazdy
vrchol je susedny s troma inymi) grafov na 20 vrcholoch, vdhy hran ponechdme na 1, a pre kazdy
graf si ndhodne vygenerujeme k € {1,...,20} dvojic s;,t;. Experiment dopadol tak, Ze spome-
dzi 510489 rieSeni bolo 268178 (52.5%) celociselnych, 135328 (26.5%) polocelodiselnych a dokopy
bolo 458008 (89.7%) rieseni s najmensou nenulovou hodnotou > 1. Jednoduchym zaokrihlenim
vSetkého nenulového nahor preto v 89.7% pripadov dostaneme prinajhorSom 4-aproximdciu. Prv,
nez by nds nedoslednost zviedla k nejakym undhlenym zéverom, pozrime si blizsie tych 10.3%
zvy$nych pripadov. Skuto¢nost totiz moze byt taka, ze takéto zlé pripady nie st az také ojedinelé,
iba v nasich testovacich datach sa vyskytuju zriedkavo. Z1é boli napospol pripady, v ktorych bolo
velké k, t.j vela dvojic s;,t;. Zoberme si niektory z testovanych grafov a skiisme vyriesit instanciu,
do ktorej zahrnieme vsetky dvojice vrcholov vo vzdialenosti aspon 4.

VIavo je graf s 20 vrcholmi a 30 hranami (vSetky hrany maja vahu 1). Uvazujeme instanciu
MIN-MULTI-CUT, v ktorej treba oddelit kazda dvojicu vrcholov vo vzdialenosti aspon 4 (priemer
grafu je 5, dvojic vo vzdialenosti aspon 4 je 22). V strede je optimalne riesenie relaxovaného
LP (¢isla na hrandch si nasobky 1—15) s hodnotou 7. KedZe iba p#t hran v rieseni je nulovych,
zaokrihlenim nahor ziskame riesenie s hodnotou 25. Vpravo je celociselné riesenie s hodnotou
8: po odstraneni 8 ¢iarkovanych hran sa graf rozpadne na tri komponenty a kazdy z nich ma
priemer najviac 3.

Vidime, Ze jednoduché zaokrihlenie moze dévat zlé vysledky, a preto ma zmysel rozmyslat nad lep-
§im ” zaokrihlovacim” algoritmom. Ozna¢me m* optiméalnu cenu rieSenia problému MIN-MULTI-CUT:
plati plati mg, < m*. Ukdzeme si teraz, ako ”zaokrahlit” hodnoty x} (t.j. vybraf hrany do rezu)
tak, aby sme dostali rieSenie problému MIN-MULTI-CUT s cenou najviac 41n(2k:)m22.

N4s ”zaokrihlovaci” algoritmus bude postupne z grafu ”vyhryzat” mnoziny Vi, Vs, ..., Vi. V prvej
iteracii ndjde mnozinu Vi tak, ze s; € Vi, t; € Vi a zaroven ziadna dvojica s;,t; nie je vo V.
Algoritmus vyberie do rezu hrany oddelujice V7 od zvysku grafu a pokracuje s grafom na vrcholoch
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V — V4. V i-tej itercii, ak s; alebo ¢; uz nie s v grafe (aspon jeden z nich tam uréite bude), tak
V; = 0, ind¢ sa najde V; tak, aby s; € V; a t; € V; a aby Ziadna dvojica s4,t; nebola vo Vi; V;
sa odstrani z grafu (t.j. vybera sa do rezu vSetky hrany, ktoré oddeluju V;). Algoritmus takto
postupne vytvori rez, ktory odseparuje kazda dvojicu s;,t;. Ako vyberat mnoziny V; a vyuzif pri
tom optiméalne riesenie relaxovaného problému?

Zoberme si hodnoty 2z} a predstavme si optimdlne rieSenie (26) ako sief potrubi, kde hrana e mé
prierez w, a dizku 2%, t.j. m4 objem w.x*. Pre hranu e = (u,v) ozna¢me d(u,v) = z a prirodzenym
sposobom mozme merat vzdialenost lubovolnych dvoch vrcholov d(vy, v2). Ked algoritmus vyberie
nejak mnozinu V;, musi prerezat vSetky potrubia, ktoré ju oddeluju od zvysku grafu, pri¢om
za prerezanie potrubia e zaplati jeho prierez, t.j. w.. Z pripustnosti rieSenia vieme, ze pre kazda
dvojicu s;,t; je d(si,t;) > 1 a optimélne rieSenie (26) minimalizuje celkovy objem hrén, t.j.

U= Z wed(u,v)

e=(u,v)EE

Ozna¢me G, = (V/, E) graf, ktory vznikne po odstraneni mnozin Vy,...,V,_; z grafu G. Priro-
dzenym spdsobom si zadefinujeme pojem gule s polomerom p:

B,(v) = {u € V| d(u,v) < p}

Ak G obsahuje s, aj t,, mnozina V,. bude gula vhodného polomeru p okolo vrchola s,. Ostéva
nam uréit, ako vybrat p. V prvom rade chceme, aby p < 1/2, ¢o ndm zaruéi, Ze ziadna dvojica
s;,t; nebude lezat vo V. (vzdialenost kazdej dvojice je aspon 1). Nech vnatorné hrany gule st

Ep(v) ={(w,2) € B | w,2 € By(v)}
a hranova hranica gule je
€,(v) = {(w,2) € Bl — £,(v) | w € B,(v) V 2 € B,(v)}

Objem gule definujeme (mierne nestandardne) tak, ze okrem objemu hran priddme z technickych
dévodov ¢len U /k:

v .
V,o(v) = % + Z Ww,zyd(w, z) + Z Ww,z) (p — min(d(v, w), d(v, 2)))
(w,2)€E,(v) (w,2)€E, (V)

Vnitorné hrany gule prispievaja do jej objemu celym svojim objemom, hrany z hranovej hranice
iba prislusnou ¢astou. Najviac nds, pochopitelne, zaujima cena gule, t.j. velkost jej hranového rezu:
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CP(U) = Z W(w,z)

(w,2)€E,(v)

Konecéne sa dostavame k tomu, ako zvo-
lit polomer p v mnozine V,.. Chceme, aby
gula, ktori odseparujeme mala ¢o najmen-
Siu jednotkovu cenu, t.j.

B0 =

Funkcia F' : p — F,(v) pre dany vrchol
v ma body nespojitosti pre tie hodnoty p,
pre ktoré existuje vrchol w vo vzdialenosti
p od v. Na kazdom intervale medzi bodmi
nespojitosti je F' diferencovatelnd a klesa-
jaca. Preto mozme lahko ndjst minimum
F,(s;) na intervale (0,1/2): vyberieme mi-
nimum z hodnét Fj(s;) pre p = §(s;, u)—¢.
Ostéva nam ukézat, Ze takto ziskany rez je
naozaj dobrou aproximaciou. Na to uka-
zeme nasledovné tvrdenie:

Predstava relaxovaného riesenia ako siete po-
trubi. Pri hranach je napisana ich dizka (x}) a v
zatvorke prierez (w.). Gula s polomerom 0.4 mé
cenu 13 a objem % + 4.65. Ak polomer vzrastie
na 0.6, cena ostane rovnaka, ale objem stiipne.

Yodp < 1/2: F,(v) < 21n(2k) (28)

]

\
I
!
\
\
\

T\#
| | ) S
[
I

[ ' [ N
P08

|
|
|
01‘6
Funkcia F' pre jeden vrchol v z predchadzajiceho prikladu. Optimum je ¥ = 7 a k£ = 22. Do
vzdialenosti % ~ 0.13 je vnutro gule prazdne a velkost rezu je 3, preto pre 0 < p < % je

F,(v) = —2—
)(0) = 75

velkost rezu je 4, preto na tomto intervale F,(v) =

. Pre %5 <p< 1% = 0.2 vniitro gule obsahuje dva vrcholy a celdt hranu dizky 1%;
4 ~
%+%+20+2(0*%) ~ o 18+4P

vzdialenost % = % vnutro obsahuje tri vrcholy a dve hrany s celkovym objemom 0.2, pricom v

reze je 5 hrén, atd.

Dalej az po

Z tvrdenia (28) vyplynie pozadovand aproximadcia: nech algoritmus vyberie gule B, (s;, ), . . ., By, (i, )-
Cena rezu je

h h
m= ZC s5i;,05) < 21n(2k) ZV Si;505)
j=1 Jj=1

V poslednej sume sa ¢leny ¥/k z definicie objemu zosumuji najviac do ¥ a zvy$né objemy opit
najviac do U, a teda m < 21In(2k)27.
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Dokaz dokonéime dokazom tvrdenia (28): Fixujme si vrchol v a uvazujme vSetky funkcie ako
funckie vzdialenosti p. Ak V(p) je diferencovatelnd, plati V' (p) = C(p). Preto

_ V')

=WV(p)

Tvrdenie (28) dokdzeme sporom: predpokladajme, Ze pre vSetky p < 1/2 plati F(p) > 21n(2k).
Ak F je diferencovatelnd na intervale (0,1/2), mame

IV (p)] > 21In(2k)

obe strany zintegrujeme uréitym integralom od 0 po 1/2 a dostaneme

V(3)
In V(0) > In 2k

a odtial

1% <;> > 2kV(0) = 20

¢o je spor, lebo V(p) < ¥ + ¥/k. Ak F nie je diferencovatelna na intervale (0,1/2), zopakujeme
predchadzajicu avahy na kazdom inetrvale spojitosti a vysledky s¢itame.

Predcchadzjuce ivahy mozme zhrnat do tvrdenia:

Veta 2.15. FEzistuje algoritmus, ktory pre problém MIN-MULTI-CUT wvrdti v polynomidlnom case
rieSenie s velkostou nanajvys 41n(2k)-ndsobku optima.

Garancia, ktortt sme prave dokazali, sa zda byt pomerne slabé a ¢akali by sme, Ze vo vela pripa-
doch budu skutoc¢né vysledky nasho algoritmu lepsie. Je to naozaj tak? Mozme pripadne dokdzat
silnejsiu garanciu? Ukéazeme si, Ze to nie je mozné. Zoberme si regularny graf G, ktory ma n
vrcholov a kazdy vrchol ma stupeti d > 3. Zvolme si nejaky parameter o a uvazujme instanciu
MIN-MULTI-CUT na grafe GG, kde vSetky hrany maja vahu 1 a dvojice s;,t;, ktoré treba rozpo-
jit, st vSetky dvojice vrcholov vo vzdialenosti aspon «. Ked pre kazda hranu e zvolime z., = é,
dostaneme pripustné rieSenie programu (26), a preto mg, < ¢. Ukdzeme teraz, ako docielit, aby
lubovolné celociselné riesenie malo velkost asponn n. Nech M je optimélne celodiselné riesenie,
t.j. mnozina hran, ktord rozpoji vSetky vrcholy vo vzdialenosti asponn a. Odstranenim M z G
dostaneme graf G’ = (V, E — M) s niekolkymi komponentami stvislosti, pri¢om plati:

Lema 2.16. KaZdy komponent suvislosti G’ md najviac d* vrcholov.

Dokaz: Predpokladajme sporom, Ze by existoval komponent K s viac ako d* vrcholmi. Zoberme si
hocijaky vrchol v € K. Vrchol v ma v G stupen d, teda aj v K ma najviac d susedov. Kazdy z nich
mé opét najviac d susedov, preto v celom G (a teda aj v K) moze byt najviac d+d(d—1) < d+d>
vrcholov vo vzdialenosti najviac 2 od v. Pokrac¢ujme indukciou a dostaneme, ze moze byt najviac
d+d%+ - 4+ d*! vrcholov vo vzdialenosti nanajvys o od v. Lenze 1 +d +d? + --- +d*" 1 =
% < d%, preto v K existuje vrchol w, ktory je od v dalej ako . Vrcholy v, w ale tvorili nejakt
dvojicu s;,t;, preto nesmi byt v jednom komponente, ¢o je spor. O

Nech teraz Si,...,S, st komponenty stvislosti G’. Ozna¢me §(S) hranovi hranicu mnoziny S,
t.j. tie hrany, ktoré maju jeden koniec v S a druhy mimo S. Pretoze kazda hrana méa dva konce,
plati 2| M| = 2?21 |0(S;)]. Pretoze kazdy vrchol je v nejakom komponente stuvislosti (vyhadzovali
sa iba hrany), mame Zle |Si| = n. V dalsich Gvahich pouzijeme uzitoény nastroj: expandéry. S
to grafy, v ktorych z kazdej mnoziny vrcholov odchadza “vela” hran.
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Definicia 2.17. Graf G = (V, E) nazveme expandérom, ak pre kaZdi mnoZinu vrcholov S C V
plati B
0(S)] = min{|S],[S]},

kde S=V - 8S.

Predpokladajme teraz, Ze nas graf G je expandér a zvolme si a = [log,;n/2]. Pretoze d* < n/2,
kazdy komponent suvislosti v (V, E — M) méa najviac n/2 vrcholov, a teda dostavame

h

h
1 1 n
|M|:§§ \5(Si)|2§§ |Si|:§'
=1

=1

Ked si to zhrnieme, mame insStanciu na grafe stupiia d s n vrcholmi, kde optimélny multirez ma

n
logn

Q(n) hran, ale existuje relaxované riesenie s cenou O (log d ) Zéroveni mame k = ©(n?) dvojic
si, i, lebo pre kazdy vrchol je aspoii n/2 vrcholov vo vzdialenosti aspont a. Ak chceme docielit, aby
parametre n a k boli nezavislé, staci pre nejaké ¢ nahradif kazda hranu cestou dlzky ¢ a ponechat
dvojice s;, t;: pocet vrcholov narastie, ale aproximac¢ny faktor ostane rovnaky. Vidime teda, ze nas
zaokriuhlovaci algoritmus nemoze dat v najhorsom pripade lepsi vysledok ako O(logk)-nésobok
optima.

Ostéava posledna otazka, ¢i vobec expandéry existuju a ¢i su zriedkavé. Existuja a vyskytuja sa
Gasto, ale st plaché. N4jst deterministické konstrukcie, ktoré by zarudene vyrobili expandér je
pomerne naro¢né. Na druhej strane, nie je prili§ tazké ukazat (aj ked to tu neurobime), Ze vécsina
regularnych grafov st expandéry.

Iterované zaokriihlovanie

V pripade MIN-VERTEX-COVER sme vyrie$ili relaxovany program a podarilo sa ndm ukdazat, Ze v
bézovom rieseni relaxovaného programu m4 kazd4 premennd nejaka dobri vlastnost (konkrétne, ze
x; € {0, %, 1}), na zéklade ktorej sme mohli odhadntt zaokriuhlovaciu chybu. Teraz si ukdzeme, ¢o
sa d4 robit, ak dobru vlastnost vieme ukazat iba o niektorych hodnotéch relaxovaného riesenia. Pri
pouziti techniky iterovaného zaokrihlovania vyrieSime relaxovany linedrny program, potencidlne
vyberieme niekolko premennych, ktorych hodnoty zafixujeme a zo zvySku vyrobime mensi linedrny
program, na ktorom cely postup opakujeme.

Ukazeme si tato techniku na priklade. Predstavme si typograficka firmu, ktora ma k dispozicii
rozne tladiarne s réoznymi technolégiami. Firma dostane zakézku, ktora pozostava z niekolkych
uloh. Kazdéa dloha sa potencidlne d4 vytlacit na roznych tladiartiach, s roznym ¢asom spracovania
a nakladmi (napriklad éiernobiely text sa da tlacit na offsetovej tlaciarni, alebo laserovej tlaciarni,
alebo aj na farebnom plotri — tam to bude ale dlho trvat a bude to drahé). Zakizka ma na
spracovanie ¢asovy limit a cielom je napldnovat Glohy na tladiarne tak, aby sa stihol termin a
zaroven néklady boli ¢o najmensie. To nés vedie k nasledujticej formulacii:

Definicia 2.18. Majme mnoZinu procesorov M a mnoZinu dloh J, kde |M| =m a |J| = n.
Pre kazdi dvojicui € M, j € J mdme dany cas t;; > 0 a cenu c;; > 0 spracovania tlohy j na
procesore i. Zdroveri je dané &islo T. Cielom problému GENERALIZED-ASSIGNMENT je priradit
kazdej tilohe j € J procesor u; € M tak, aby sa minimalizovala celkovd cena priradenia, t.j.
Z]EJ Cu,j- Zdroven sa kaZdy procesor musi zmestit do casového limitu T, t.j. pre kazde i € M
platz’ Zj:uj:i tij < T.
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Prirodzend vizualizdcia je pomocou bipartitného grafu G = (V, E) s biparticiou V = MWJ, pri¢om
pre dvojicu i € M, j € J je (i,j) € E, ak t;; <T.

Optiméalne priradenie s cenou 12 pre limit 7" = 10. Prvé ¢islo na hrane udava cenu, druhé ¢as.

Problém GENERALIZED-ASSIGNMENT je algoritmicky fazko rieSitelny. Aj ked uvaZujeme velmi
peciélny pripad dvoch procesorov s tym, Ze pre kazda tlohu pq; = po; = p; (t.j. asy spracovania
st na obidvoch procesoroch rovnaké) a Zjejpj = 2T, rozhodnit, ¢ sa daju tlohy podelit tak,
aby na kazdom procesore bol ¢as najviac T je ekvivalentné zndmemu N P-tplnému problému
MIN-PARTITION®. Neoc¢akivame preto, Ze by sme ho vedeli efektivne riesit. UkdZeme rieSenie
trochu jednoduchsej tlohy. Povedzme, Z%e naSa typografickd firma pri prevzati zakdzky slubila
dodaciu dobu 75 aZ 10 dni’. Budeme sa snaZit riesit tlohu s terminom 7' = 5 dni, ale ak ho
trochu zmeskame, ni¢ z1é sa nestane, kim to nebude viac ako 10 dni. Algoritmus, ktory ukazeme,
bude mysleny na prave takato situdciu. Bude riesit problém GENERALIZED-ASSIGNMENT s tym,
(tu si treba povSimnit, Ze to nie je to isté, ako riesit priamo problém s limitom 27", lebo ten méze
mat mensiu optimalnu cenu).

Problém GENERALIZED-ASSIGNMENT si najprv formulujeme ako celo¢iselny linedrny program.
Pre kazdu dvojicu i € M, j € J takd, ze (i,5) € E si zavedieme premennu z;; € {0,1}, ktora
vyjadruje, ¢i procesor i ma pridelenti tlohu j. Definicia 2.18 ndm priamodiaro dava ILP:

minimalizovat Y ;¢
(4,J)EE
pri obmedzeniach Sy o= 1 vied
€M (29)
Z tijxij < T Vie M
JjeJ
x5 € {0,1} Vie M,Vjeld

Relaxacia programu (29) sa d4 rozumiet tak, Ze tllohu nemusime celd priradit jednému procesoru,
ale rézne Casti mozme dat réznym procesorom. Ked sktisime takto vyriesit inStanciu z prikladu
vyssie, na chvilu by mohla skrsntit nddej, pretoZe optimélne rieSenie je celoliselné. Stadi vSak, aby
sme namiesto T = 10 zobrali T = 7 a optimadlne priradenie bude Jy — My, Jo — M3, J3 — M, a
J4 — Ms s cenou 21, pricom existuje relaxované riesenie

49 1 23 0 4 0 1 7

Tl =5 T22= o5 T4 = 5 T32= o5 34— Ta1 = 5 T42 = T43 = Tse = 3

7 72 8 72 7 8
6Problém MIN-PARTITION je definovany nasledovne: pre mnoZinu é&isel A = {ai,...,a,} treba rozhodnut, &

existuje particia A = BWC takd, ze >, c, T =2 cp®
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7019 ; ; % ;
s cenou = ~ 13.9. Vidno aj, v ¢om je prob-

lém: napriklad My je cenovo vyhodnéa, ale po-
malé. V celod¢iselnom rieSen{ ju nemozeme pouZit,
ale v relaxovanom jej mozme pridelit taka por-
ciu tlohy Jy4, aby sa presne vyplnil limit. Napriek
tomu vidime, Ze aj v tomto relaxovanom rieSeni
st niektoré hodnoty celociselné a na tom by sme
chceli zalozif nasu stratégiu: zafixovat celoc¢iselné
hodnoty a zvySok riesit nejakym inym linedrnym
programom. Zaujima nas preto, ¢i moze existo-
vat inStancia, ktord nemé v optiméalnom relaxo-
vanom rieSeni Ziadne celo¢iselné hodnoty. Obra-
zok vpravo ukazuje, Ze mozZe. Zd4a sa, Ze nas po-
vodny plan vyuzit celo¢iselné hodnoty z relaxo-
vaného rieSenia sa dostal do slepej ulicky. Ako sa
vSak ukéze, optimélne rieSenia, ktoré nemaja
ziadne celo¢iselné hodnoty maju velmi Specidlny tvar, a tak sa ndm predsalen podari situdciu
zachranit. Pri nédvrhu iterativneho algoritmu by sa neskdr ukéizalo, Ze potrebujeme riesit jemne
vSeobecnejsiu verziu relaxovaného programu. USetrime si preto robotu a uvedieme ju hned od
zaCiatku. Namiesto v8etkych procesorov budeme vyZzadovat splnenie terminu iba od nejakej pod-
mnoziny M’ C M; navySe, kazdy procesor bude mat potenciilne iny termin. Dostdvame teda
program

(30)

Optimélne priradenie pre limit 77 = 10 je M
s cenou 9. Optimum relaxovaného riesenia je

11 = T21 — 31 — %7 s cenou .

minimalizovat > x4;¢;

(4,9)EE
pri obmedzeniach Sy o= 1 VieJ
ieM (31)
J€J

ri; = 0 Vie M,VjeJ

Relaxécia programu (29) je Specidlnym pripadom (31) pre M’ = M a T, = T. V dalSom texte
budeme symbolom deg(k), pre k € J U M oznacovat stupeni procesora alebo tlohy v grafe G (t.j.
pocet hran, ktoré z neho vychadzaji). Pre cely algoritmus je kli¢ovd nasledovnd charakterizacia
optimalnych rieSeni:

Lema 2.19. Nech x je optimdlne bdzové rieSenie programu (31), kde pre vietky i, j je 0 < x;; < 1.
Potom existuje procesor i € M’, pre ktory bud deg(i) < 1, alebo deg(i) =2 a Zjeinj >1.
Lema 2.19 hovori, Ze ak sa po vyrieSeni programu (31) ocitneme v situdcii, kde nie je Ziadna
celoc¢iselnd premennd, tak bud mdame procesor, ktory dokdze spracovdvat najviac jednu tlohu
(d(?) < 1), alebo procesor, ktory dokéZe spracovavat prave dve tlohy a z kazdej z nich spracovéiva
kus (navySe, v sucte st tie kusy > 1). Pri dokaze lemy 2.19 vyuZijeme nasledujiice pomocné
tvrdenie:

Lema 2.20. Nech x je bdzové rieSenie programu (81), v ktorom vsetky x;; > 0. Potom ezistuje
mnozina M" C M’ velkosti |M"| = |E| — |J| takd, Ze pre vietky i € M" plat{ > tijz:; = T;.
jeJ

Dokaz: Pripometime si definiciu bézového riefenia (Definicia 1.2). Najprv poZadujeme program v
norméalnom tvare m)%x{ch | Ax = b, x > 0}, kde A m4 plnd hodnost (t.j. neobsahuje linedrne za-
vislé riadky). Program (31) upravime tak, %e zmenime minimalizéciu na maximaliziciu a pre kazdé
obmedzenie ZjeJ ti;zi; < T; zavedieme rezervna premennu s; a dostaneme > tijxi; + 5 =T
Ziskame tak maticu obmedzeni rozmerov (n+ m’) x (|E| 4+ m/) v tvare

()
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. . ’, 7 ’ . . ’
kde B € R™*IEl je matica obmedzeni pre tlohy, C' € R™ *|E| je matica obmedzeni pre procesory
a I je identickd matica m’ x m' zahffiajica rezervné premenné s;. Citatel sa lahko presvedéi, ze
riadky matice A st linedrne nezavislé (kazdy riadok v hornej ¢asti obsahuje iné premenné).

Napriklad pre zadanie (30) dostdvame program

max{c'x | Ax = b, x > 0}

XeR6
kde

-3 T11
-9 T21 1 1 1]0 00 1
-3 | s | 3 0 0|1 0 O | T

=1 o = s A=1"% 10 0olo 1 0 b=1 7
0 P 0 0 30|00 1 T
0 S3

Podla Definicie 1.2, baza m4 velkost n + m’ a vSetky nebéazové zlozky musia byt nulové. Pretoze

predpokladdme, Ze vSetky x;; > 0, v bazovom rieSeni musi byt |E| +m' — (n +m’) = |E| —n
nulovych hodnét s;. Kazda nulova rezervna premennd s; dava jeden procesor, pre ktory plati
djertiiwij +si =T, O

Doékaz Lemy 2.19: Majme bazové riesenie programu (31), kde pre vSetky 7,7 je 0 < z;; < 1 a
navyse pre vetky i € M’ je deg(i) > 2. Pre kazdu dlohu j € J musi platit deg(j) > 2: pretoze
> icam Tij = 1, keby deg(j) = 1, musela by nejaka hodnota z;; = 1.
Zoberme si mnozinu M" z Lemy 2.20. Plati
> deg(j) + 32 deg(i) > deg(j) + 3 deg(i)
jeJ ieM S J€J ieM’

2 - 2
Nerovnost (&) plati preto, lebo pre i € M’ je deg(i) > 2 z predpokladu a deg(j) > 2 sme ukézali
pred chvilou pre vSetky j € J. PretoZe prvy a posledny ¢len v sérii nerovnosti sa rovnaji, musia
platit rovnosti vSade. Pretoze M"” C M’, plati M’ = M". Zéaroven, pretoZe vSetky vrcholy z J
a M’ st stupiia aspoii 2, je deg(j) = 2 pre vSetky j € J a deg(i) = 2 pre vSetky i € M’ jedind
moznost, ako uchovat v platnosti rovnost v (&). Aby mohla platit aj predchddzajaca rovnost,
musi byt deg(i) = 0 pre vSetky i € M \ M’.
Z toho ale vyplyva, Ze G sa skladd z izolovanych vrcholov a vrcholov stupna 2, ¢ize je tvoreny
dizjunktnymi cyklami. Kedze G je bipartitny, kazdy cyklus C' mé parnu dizku, a preto obsahuje
rovnaky pocet k procesorov aj tiloh. KedZe pre kazdu tlohu j je > 7.1/ 2ij = 1, je Z(i,j)eC zij =k

&
> ||+ M = | J| + M|

[T+ |M"| = |E| =

a nutne musi v C existovat procesor i, pre ktory je > jed

S charakterizaciou bazovych rieseni pomocou Lemy 2.19 sa ndm zacina ¢rtat algoritmus riesenia.
Ked v rieSeni programu (31) je nejakd premennd x;; = 1, priradime tlohu j procesoru 4; aloha j
tym bude vybavena a procesoru i sa zmensi jeho termin 7T; (preto sme v programe (31) cheeli mat
rozne limity pre rozne procesory). Ak je nejakd premenna z;; = 0, vyhodime z grafu prislusni
hranu, ¢im dostaneme mensi graf (a teda mensi problém). Ak je nejaky procesor i € M’ pre
ktory deg(i) = 1, nemusime pri fiom uvazovat ziaden termin: kedZe je iba jedna tloha, ktord
mu potencidlne moze byt priradend (a na zaéiatku sme bez ujmy na v8eobecnosti predpokladali,
ze kazda hrana méa ¢as nanajvys T), ¢ nikdy neprekro¢i termin. Poslednéd vec, ¢o sa mdze po
vyrieSeni programu (31) stat, je Ze mame v M’ procesor 4, ktory ma stupeil 2 a Zje.] xi; > L.
V tomto pripade tiez nemusime uvazovat ziaden termin: ¢ mé stupen 2, takze najvicsia mozn4
hodnota Zje]xij < 2. KedZe v nasom rieSeni je ZjEJ z;; > 1 a termin je stale splneny, aj bez
akychkolvek obmedzeni termin nemoze byt prekroéeny viac ako o dvojnasobok. V oboch pripadoch
teda dostaneme problém, ktory je mensi v tom, Ze sa zmenSila mnozina M’. Podme teraz tato
tému rozviest detailnejsie.

Algoritmus na rieSenie problému GENERALIZED-ASSIGNMENT bude vyzerat nasledovne
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1 M :=M,Vi: T,:=T, F:=0 (F je mnozina priradenych hrén)
2 kym J # ()
3 nech x je optimdlne rieSenie programu (31),
vykonaj jednu z nasledovnych moznosti:
4a ak existuje x;; = 0,
vyhod hranu (¢,5) z G
4b ak existuje x;; = 1,
F:=FU {(Z,j)}, J = J\{]}, Tz = Tl - tij
4c inak nech i € M’ také, Ze deg(i) < 1 alebo deg(i) =2a ),
M’ = M\ {i}

jesTij =1

Kazd4 iteracia cyklu na riadku 2 zmensi hodnotu |E| + |J| + |M’|, preto algoritmus po polyno-
midlnom pocte iteracii skonéi. Lahko vidno, Ze po skoncéeni je kazd4 tloha priradend nejakému
procesoru. Ostdva nam ukazaf, Ze toto priradenie mé optimdlnu cenu a termin je prekroceny
najviac o dvojnasobok:

Veta 2.21. Uvedeny algoritmus vyriesi v polynomidlnom éase problém GENERALIZED- ASSIGNMENT.
Ndjden€ riesenie md optimdlnu cenu a kaZdy procesor skonci najneskor v case 2T.

Dékaz: Uz sme nahliadli, Ze algoritmus v polynomidlnom case vrati nejaké rieSenie. Teraz uké-
zeme, ze toto rieSenie mé optiméalnu cenu. Nech ¢ je cena optimélneho rieSenia programu (31) pre
M'=M aT; =T. Zjavne ¢ < OPT. Indukciou ukéZeme, Ze v kazdej iteracii cena uz priradenych
uloh F', spolu s cenou rieSenia aktuélneho programu (31) z riadku 3 je dokopy nanajvys c¢. V prvej
iteracii tvrdenie plati trividlne. Ak sa vykona riadok 4a, nezmeni sa ani cena F', ani cena optima
(31). Ak sa vykona riadok 4b, cena F stpne o ¢;; a cena optima (31) klesne aspoii o ¢;;zi; = ¢ij.
Ak sa vykona riadok 4c, cena F' sa nezmeni a cena optima (31) nestipne.

Teraz ukdzeme, ze ¢as kazdého procesora je najviac 27". Oznacme F; ¢ ¢as, ktory na procesore i
indukuju dlohy priradené do F' pocas prvych ¢ — 1 iterécii, a podobne T;  hodnotu 7T; na zaciatku
{-tej iteracie. Zafixujme si procesor i. Pocas prvych iterdcii, kym i € M’, ostdva v platnosti
T; ¢+ F; o < T. Uvazujme iterdciu ¢, v ktorej sa procesor ¢ vyhodi z M’ v riadku 4c. To sa moze
stat dvoma spdsobmi:

1. deg(i) < 1. Nech j je jedina tloha, ktora je spojena” v ¢-tej iteracii s i. Kolko ¢asu spotrebuje
i vo finalnom rieseni? Cas, ktory uz ma priradeny, t.j. T; ¢, plus mozno t;;, ak sa mu j-ta tloha
priradi. Viac spotrebovat nemdze, lebo Ziadna inéd tloha s nim uZ nie je spojend. Preto vysledny
Cas je nanajvys F; ¢ +1t;; < T; ¢+ F; ¢ +1;; < 2T; poslednd nerovnost vyplyva z toho, Ze pre vsetky
hrany je t;; < T a az po {-tu iterdciu bol ¢ € M’, takze T;, + F; o < T.

2. deg(i) = 2 a Zjejxij > 1 Nech j;, jo st jediné dve tlohy, ktoré su spojené s i. Opit sa
pytame, kolko ¢asu moze spotrebovat ¢ vo vyslednom rieSeni. Zjavne najviac F; ¢ + tij; + ij,-
Na zaciatku ¢-tej iteracie platilo F;, + T; ¢ < T. Pri rieSeni programu (31) v (-tej iteracii je T; ¢
limit pre procesor 7, preto ak x je rieSenie z riadku 3, plati ¢;;, x5, + tij,®ij, < Tj . Preto plati
Fi ¢ <T —ti5,245, + tij,xij, a odtial dostaneme, Ze ¢ urcite nespotrebuje viac Casu ako

T = tijTigy + tigyijy +lijy +lijy <
T+ (1 =z )iz, + (L= wij)tijy, <
T+ (1 —ay)T + (1 —2i,)T <
T(3 — Tij, — mijz) < 2T
pri¢om posledné nerovnost vyplyva z predpokladu, ze > jesTij = 1.

O

"Podla spravnosti by sme mali aj graf G indexovat ¢islom iteracie £, lebo sa G sa v priebehu vypoétu meni.
Spolahneme sa ale na to, Ze z kontextu je zjavné, o ktory graf G sa jedna.
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2.3 Randomizované zaokrihlovanie

Budeme dalej pokracovat v rovnakej schéme ako doteraz: mame riesit optimalizaény problém.
Zapiseme si ho ako celoéiselny program. Vyrie$ime jeho relaxovani verziu. Rozmyslame, ¢o s
tym. Ak sme napriklad v péovodnom celo¢iselnom programe mali premenné z; € {0,1}, ktoré
sme si interpretovali ako indikatory, ¢i je i-ta vec vybrand, v relaxovanom programe mame 0 <
x; < 1, ¢o nas ldka predstavovat si hodnoty x; ako pravdepodobnost, ze je i-ta vec vybrana. V
tejto casti ukazeme, ako tato intuiciu vyuZzif na navrhovanie algoritmov. VSeobecny postup bude
taky, ze zaokrtuhlovaci algoritmus nebude deterministicky, ale pravdepodobnostny. V prvom kroku
ukazeme, Ze v oCakavanom pripade dostaneme dobré rieSenie a v druhom kroku ukazeme, ako
vyrobit deterministicky zaokrihlovaci algoritmus, ktory vzdy vrati rieSenie rovnako dobré, ako
randomizovany algoritmus v o¢akdvanom pripade (tento proces budeme volat derandomizdcia).
Ako vzdy, aj teraz pouzijeme konkrétny priklad:

MAX-SAT

V casti o celodiselnom linedrnom programovani sme spominali rozhodovaci problém SAT (Defini-
cia 2.2). Uvazujme teraz jeho optimaliza¢na verziu:

Definicia 2.22. Majme n logickjch premenngch x1,...,x, € {true, false}. Literal je pre-
mennd x; alebo jej negdcia T;. Klauzula je dizjunkcia literdlov C' =11 VIgV -V, . Formula
v konjunktivnej normélne forme (CNF) je konjunkcia klauzil F = C1 ACy A+ - ACy,. Problém
MAX-SAT je optimalizacny problém, v ktorom je na vstupe dand formula F' v CNF, pricom
kazdd klauzula C; md nezdporni cenu w;. Ulohou je ndjst priradenie pravdivostnich hodnét
premennym i,...,T, tak, aby sucet vih splnenych klauzil bol maximdlny.

Ak je F splnitelnd a vSetky vahy st jednotkové, optimum je m, takze keby sme vedeli riesit
MAX-SAT, vedeli by sme riesit aj SAT. V dalSom ozna¢me celkovii vahu vSetkych klauzual Z, t.j.

Lahko vidno, Ze v kazdom pripade mozme dosiahnut vahu Z/2: najprv nastavime vSetky premenné
na 0. Ak sme dosiahli aspoii Z/2, vSetko je v poriadku. Ak nie, nastavime vSetky premenné na
1. Kazda klauzula, ktora predtym nebola splnend, teraz splnena bude, takze mame garantovane
véhu asponl Z/2. Sktsme teraz uvazovat, ¢i vieme spravit algoritmus s lepSou garanciou; ukdZzeme,
ako garantovat 3/4 celkovej véhy.
Zac¢nime najprv s uplne jednoduchym randomizovanym algoritmom A1, ktory vobec linedrne prog-
ramovanie nepouziva, ale nastavi kazd premennii na 1 nezévisle s pravdepodobnostou 1/2. Ak4 je
véha splnenych klauzil v o¢akédvanom pripade? Oznacme ttato vahu W: W je ndhodna premenné
a zaujima nas jej strednd hodnota E [IW]. Nech X; je indikdtorovd ndhodnd premenna, ktora je 1,
ak je C; splnend a 0 inak. Plati

m

W = szXZ
i=1

a preto z linearity strednej hodnoty

m

i=1 i=1 i=1

Pre klauzulu C; ozna¢me s(C;) jej velkost, t.j. pocet literdlov v nej. Ak4 je pravdepodobnost, Ze
konkrétna klauzula C; je splnend? Klauzula je splnend vtedy, ked je splneny aspoii jeden z jej

E[W]=E
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literalov. Ked%e kazd4 premenn4 z; je nastavend nezavisle® s pravdepodobnostou 1/2, pravdepo-
dobnost, ze C; je nesplnend je 27°() a teda Pr X, =1=1- 2-5(C)  Predpokladajme teraz,
ze kazda klauzula mé aspon k literdlov. Potom algoritmus A1 v oakédvanom pripade ziska védhu
aspon

E [W] = iwiPr [Xl = 1] = Em:wi (1 _ 278(6%)) Z (1 _ 2710)Z. (32)

Vo vseobecnom pripade, ked formula moéze mat klauzuly velkosti 1, sme si nijak nepomohli — stale
méme garanciu Z/2. Pre vicsie hodnoty k vSak dostédvame lepsie vysledky.

Derandomizacia

7 predchadzajtcej casti mame randomizovany algoritmus, ktory v o¢akavanom pripade splni klau-
zuly s vahou (1 —27%)Z, ak kazd4 klauzula méa aspon k literalov. Otazka znie, ako zostrojit deter-
ministicky algoritmus, ktory by mal rovnaki garanciu, t.j. vzdy dosiahol vahu aspon (1 —27%)Z.
Algoritmus A1 pouZiva n ndhodnych bitov. V procese derandomizacie ho budeme postupne modi-
fikovaf tak, ze prvych ¢ bitov (postupne pre i = 1,2, ...) zafixujeme a zvy$né ponechdme nédhodné.
Dostaneme algoritmus pouzivajici n — ¢ ndhodnych bitov a chceme, aby jeho ocakavana hodnota
neklesla. Ked zafixujeme vSetkych n bitov, dostaneme deterministicky algoritmus.

Ako zafixovat prvy bit? Ak nastavime napr. z; = 1, pre o¢akévani hodnotu plati

EW |z =1=) wPr[X;=1|z =1].
=1

Zoberme si i-tu klauzulu. Aka je pravdepodobnost, Ze C; je splnend, ak x; = 17 Ak C; obsahuje
literal z;, je pravdepodobnost 1, ak obsahuje literal Z;, je tato pravdepodobnost 1 — 2175(Ci) 5
inak ostala rovnaka 1 — 275(¢9), Rovnako sa da zrataf hodnota E[W | 2; = 0]. Pretoze x; bolo
nastavené na 1 s pravdepodobnostou 1/2, je

1 1

ateda jednaz E[W | 1 = 0], E[W | 1 = 1] je aspoti tak velkd ako E [WW]. Dostali sme algoritmus,
ktory pouziva n — 1 ndhodnych bitov a ma v o¢akdvanom pripade cenu aspon E [W].
Derandomizovany algoritmus Aldet bude pracovat v n iteracidch, priGom v t-tej iteracii si bude

pamitat konstanty cq,...,c;—1. Pre vietky C; zrata Pr(X; =1 | a1 =c1,...,24—1 = ¢—1, 21 = 0]
aPr(X;=1|z1=c1,...,0—1 = ¢t—1, 2+ = 1]. Na zéklade toho toho zrita ocakavané hodnoty
EWl|zi=c,...,x1-1=¢-1,2: =0 a EW |21 =¢1,...,24-1 = ¢t—1,2; = 1] a podla toho,
ktora je vicsia, nastavi ¢;. Po n iterdcidch budu hodnoty ¢y, ..., ¢, tvorif riesenie.

Rovnaky proces derandomizicie (nazyvany metdda podmienengch pravdepodobnosti) sa da pouzit
vzdy, ak vieme algoritmicky zratat o¢akdvani hodnotu povodného randomizovaného algoritmu pri
zafixovanych prvych i bitoch, aj ked ndhodné rozhodnutia mozu mat rézne pravdepodobnosti:

Veta 2.23. Majme randomizovany algoritmus Ag riesiaci v polynomidlnom case optimalizacny

problém P, pricom na vstupe x urobi R(x) ndhodngjch rozhodnuti r1,ra, . .. yTR(x); Tozhodnutia si
nezdvislé bindrne ndhodné premenné s Pr[r; = 1] = p;. Predpokladajme, Ze existuje polynomidiny
algoritmus, ktory pre lubovolnéi a konstanty ci,...,¢c; € {0,1} vyrdta E [Aj(x) | b1 = c1,...,b; = ¢4

Potom existuje deterministicky algoritmus, ktory v polynomidlnom case ndjde riesenie aspon tak
dobré, ako E [Ag(X)].

Vo vSeobecnom pripade sa v jednej iteracii derandomizovaného algoritmu vyuzije
E[W ‘ n =¢C,...,Ti—1 = Ci—l] :pZE[W | T =Cly...,Ti—1 =Ci—1,T; = 1}—0—
1=p)E[W [r1=c1,...,ric1 = ci1,m = 0],

odkial vyplyva, Ze bez ohladu na p; je aspoii jedna z o¢akévanych hodndt pre r; = 1, r; = 0 aspon
tak velkd ako povodné ocakévand hodnota.

8zdéraznujeme, ze ndhodné premenné X; nie st nezavislé
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Algoritmus pre kratke klauzuly

Vratme sa k problému MAX-SAT. Keby kazda klauzula mala asponi dva literaly, algoritmus Aldet
dosiahne asponi 3/4 celkovej vahy Z. Problémom ostavaji jednoliteralové klauzuly. Pre citatela
znalého rozhodovacieho problému SAT to na prvy pohlad mézZe vyzerat iba ako kozmeticky prob-
lém: ak mame rozhodnit splnitelnost, jednoliteralové klauzuly nam iba pomahaji, pretoze uréuji
hodnotu, ktor prislusnd premennd musi mat v kazdom splitujicom ohodnoteni. Ked ale formula
splniteln4 nie je a chceme splnit ¢o najvicsiu vahu klauzil, tdto dobréd vlastnost sa straca a jed-
noliteralové klauzuly mozu sposobovat problémy.

Tu pride do hry linedrne programovanie. Skisme zapisat problém MAX-SAT ako celociselny line-
arny program. Celkom prirodzene majme pre kazda premennt z; zo vstupnej formuly premennii
p; € {0,1}. Cielom je maximalizovat vahu splnenjch klauzil, a preto si spravme pre kazda klauzulu
C; premenn z; € {0,1}, ktord bude uréovat, ¢i je C; splnend. Cielom je maximalizovat >\ | w;z;
a obmedzenia musia zabezpecit, aby z; bolo 1 iba vtedy, ked je C; splnen, t.j. ak ziaden literal z
C; nie je splneny, z; musi byt 0. Ozna¢me C'T indexy premennych, ktoré sa v klauzule C vyskytujt
v pozitivnej forma a C'~ indexy tych premennych, ktoré si v C negované. Dostavame nasledovny
program:

m
minimalizoval Y w;z;
i=1

pri obmedzeniach > p;+ > (1—-p;) > 2z Vi=1,....m (33)
ject jec;
Zi;Pi € Z
a jeho relaxovanu verziu
m
minimalizoval > w;z;
i=1
pri obmedzeniach > p;+ > (1—-p;) > 2z Vi=1,....m (34)
ject jec;,
zi,pi 2 0
zi,pi <1

Konecne sa dostavame k jadru tejto kapitoly — randomizovanému zaokrihlovaniu. Algoritmus A2
vyriesi program (34), ¢im dostane optimalne hodnoty p}, 2z} a kazdd premennd z; nastavi na
1 nezévisle s pravdepodobnostou pf. Aka je oéakévana hodnota algoritmu A27 Rovnako ako pri
algoritme A1 oznac¢me W celkovil cenu algoritmu a X; indikator, ¢i je splnena i-ta klauzula a
odhadujme

Klauzula C; je nesplnend, ak nie je splneny ziaden z jej literalov. Pozitivny literdl x; je nesplneny
s pravdepodobnosfou 1 — p; a negativny 7j s pravdepodobnostou pj, takze

Prix;=1 = 1- [[a-p)- [] 1} (35)

ject JjECT
S e =) + Tyeer 17\
ject Dj jec; Pj
> 1- — (36)
* s S Cl
T Zjecjpj +Zje€;(1 - pj) @
B s(Ci)

Y

(1 s(Zé»)S(Ci) G7
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kde nerovnost (36) je aplikdciou aritmeticko-geometrickej nerovnosti

a1+...+an
n

a nerovnost (37) vyplyva z obmedzeni programu (34). Nasim dal$im bezprostrednym cielom bude
vyjadrif odhad na Pr[X; = 1] z riadku (37) v linedrnom tvare, t.j. Pr[X; = 1] > 8z} pre nejaké
B, ktoré moze zavisiet od C;, ale nezéavisi od 2. Oznac¢me si

gr(z) :=1— (1 - %)k

funkciu premennej z s parametrom k > 1. Mame ¢, (0) = 0 a gx(k) = 1. Priamociaro zratame
k—1
/ - (1- E)
gz) = (1-1
k—1 z\ k=1
1
LS Y
9 () —(1-1
takze vidime, Ze gi(z) je na intervale [0, k] rastica (g, (z) > 0) a konkavna (g} (2) < 0). Preto

cely graf na intervale [0, 1] lezi nad priamkou prechadzajticou bodmi [0,0] a [1, g5 (1)]. Preto pre
z € [0,1] plati gr(2) > gr(1)z. Ked sa vratime k nerovnosti (37), dostavame

Pr[X; = 1] > gsc)(1)z]-

17 3 gk(1)z
Oznac¢me 3
1) 081 |
Blk) =g (1) =1-(1-+ | 9k (2)
| o ) b i
funkciu premennej k. Pre ocakavanu cenu algo- 0.6
ritmu A2 mame 3
m . 0.4
E[W] 2 ) wiB(s(Cy) = (38) |
i=1 |
0.2
S rastucim k hodnota ((k) klesa, preto ak vsetky |
klauzuly maju najviac k literdlov, mame Z
°0 05 1 s 2

BIW] = B(k) 3wzl

Mozeme pouzit vetu 2.23 a vyrobit deterministicky algoritmus A2det; prislusné podmienené prav-
depodobnosti sa buda ratat analogicky, podla riadku (35).

Vysledny algoritmus s garanciou 3/4

Maéame teraz dva algoritmy: Aldet, ktory funguje dobre na in§tanciach s dlhymi klauzulami a A2det,
ktory funguje dobre na instanciach s kratkymi klauzulami. Co mézeme robif na instanciich, ktoré
maju dlhé aj kratke klauzuly? Urobime prirodzent vec: spustime obidva algoritmy a z vysledkov
vyberieme ten lepsi. Z (32) a (38) a z vety 2.23 dostdvame pre ceny algoritmov Aldet a A2det na
formule F:

Aldet(F) > Zwi (1 - 25(10;)> A2det(F) > lelﬁ (s(Cy)) zF

i=1

Oznac¢ime (k) := 1 —27% a lepsi z nich (t.j. maximum) odhadneme zdola priemerom:
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max{Aldet(F),A2det(F)}

>~ (Aldet(F) + A2det(F))

N~ N

%

Zwi (B(s(Cy))z; + a(s(Cy)))
- o a(s(Cy)) + B(s(Cy))
>t )

\Y

2

kde posledna nerovnost vyplyva z toho, Ze z} < 1. Pozrime sa teraz na i-tu klauzulu; nech s(C;) =
k. Ako vyzera priemer i(a(k)+ B(k))? Pre k € {1,2} je i(a(k) + B(k)) = 2. Pre k > 2 je to
rastica funkcia, takze moézme uzavriet, Ze

OPT.

e~ w

3 m
max{Aldet(F),A2det(F)} > 1 Zwlzl* >
i=1
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