3 Dualita v lineArnom programovani

3.1 Co je dualita

V predchadzajicich ¢astiach sme sa snazili ukdzat, Ze linedrne programovanie je silny a flexibilny
nastroj pre rieSenie optimaliza¢nych problémov. Teraz sa zozndmime s dalSou jeho podstatnou
vlastnostou, ktora sa bude dat tiez mnohostranne vyuzit pri nédvrhu algoritmov. Tou vlastnostou
je tzv. dualita. Predpokladajme, Ze Rébert chce najst minimum funkcie

f(x1, 22, 23) := 1021 + 3w2 + 523

spomedzi takych hodnét 1, z9, x3, ktoré spliiaja

6x1 + a2 — x3 > (39)
2x1 + 2z9 + 63 > (40)
6x1 + 322 +5x3 = 30

T1,x9,23 > 0

Angela vidi, Ze je to linedrny program a lahko najde minimum. Otézka je, ako mé o tom presvedéit
Réberta, ktory linedrne programovanie nepozné. O hornom odhade ho presvedéi Tahko: ukaze mu
ako svedka nejaké konkrétne rieSenie. Angela moze napriklad vybrat vektor z; = 2, x5 = 6,
x3 = 0 a Rdébert z toho lahko zisti, Ze hladané minimum je nanajvys 38. Ako ale najst svedka pre
odhad z opacnej strany? Angela moze napriklad skusit takyto argument: ” Pozrime sa na riadok
(42). Akékolvek nezdporné éisla x1, xa, x3 zvolime, vidy bude platit 621 < 10x1, x2 < 322 a
—x3 < bxs. Preto 6x1+x2—2x3 < f(21,22,23). LenZe podla (42) je 6x1+x2 — 23 > 2, takZe kaZdd
pripustnd hodnota (a teda aj minimum) funkcie f je asporn 2°. Angela moze pokracovat napriklad
tak, ze s¢ita riadky (42) a (43) a pouzije rovnaky argument. Moze aj kazdy riadok prenésobit
nejakym ¢islom (v riadkoch (42) a (43) to musi byt nezdporné ¢islo) a s¢itat ich dokopy; ak plati,
7e vyslednd linearna kombindcia Tavych strdn obmedzeni je po zlozkdch mensia ako funkcia f,
linedrna kombinécia pravych stran tvori dolny odhad minima. Aby poskytla ¢o najlepsi argument,
Angela vlastne rie$i linedrny program: ndjst maximum funkcie

9(y1,y2,3) = 2y1 + 8y2 + 30y3

spomedzi takych hodndt y1,v2, ys, ktoré spliiaji
6y1 + 2y2 + 6ys 10
Y1+ 2y2 + 3ys
—y1 + 6y2 + 5y3
Y1, Y2

IV IACIA A

V tomto pripade je na jednej strane svedok z; = 0, o = 5, 3 = 3, Ze hladané minimum f je
najviac 30, na druhej strane svedok y; = y2 = 0, y3 = 1 ukazuje, Ze 30 je skutond minimalna
hodnota f. Je to ndhoda, Ze sa podarilo touto metédou ndjst tesny odhad?

Pozrime sa vseobecnejSie na to, ¢o sa dialo. Majme nasledovny linedrny program, ktory nazveme
primdrny

minimalizovat 121 +coxy +- - +Cpn
pri obmedzeniach  a1121  4ai1r2 +--- 1T, = by
a21T1  +as2T2 4+ +agnTn > b
am12T1 +tam2T2 +:0 FamnTn > by
Ti1,...,&p, > 0
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alebo skratene
(P) : min {ch\szb, x>0}.
XERn

K nemu sme zostrojili dudiny linedrny program

maximalizovat b1y1 +boys +-- +bmYm
pri obmedzeniach a11y1  +a21y2 +-0 Famaiym <
a1y tag2y2 +-0 FamoYm < 2
a1,n¥y1 +a2,ny2 + - ‘Hlm,nyn S Cn
Ylyero s T > 0

alebo skratene

D) : max {bT ATy < ¢, >0}.

(D) Jnax. ylAly<ec y>
Z vah, ktoré sme robili, by mala byt zrejmé nasledovna veta, ktora sa zvykne volat aj slabd veta
o dualite:

Veta 3.1. Ak x je lubovolné pripustné rieSenie primdrnej ulohy (P) a'y je lubovolné pripustné
rieSenie dudlnej dlohy (D), potom plati

c'x > bTy

Dékaz:. -
c'x > (ATy) x=y'Ax>y'b (41)

Prvé nerovnost vyplyva z podmienok dudlnej tlohy, pretoze ¢ > ATy a druhd nerovnost z pod-
mienok primarnej tlohy, pretoze Ax > b. O

Veta 3.1 hovori len to, ako sme dudlny program konstruovali: vSetky pripustné riesenia (D) su
dolné odhady minima (P). V nagom priklade vSak navySe platilo, Ze optimalne rieSenia primarnej a
duélnej tlohy sa rovnali. Nagim ciefom bude ukazat, Ze to nebola ndhoda. Este predtym ale niekolko
poznamok o konstrukcii dudlnej tlohy. V nasom priklade sme vychadzali z minimalizac¢nej tlohy
a hladali sme najvicsi dolny odhad minima, preto dudlna tloha bola maximaliza¢nd. VSetky nage
uvahy ale boli z tohto hladiska symetrické: keby sme vychadzali z maximaliza¢nej tlohy, rovnakym
sposobom by sme hladali najmensi horny odhad maxima a dostali by sme dudlnu minimaliza¢ni
tilohu. Citatel sa lahko presvedéi, ze v tomto vieobecnejsom chapani duality je pojem priméarnej
a dudlnej tlohy symetricky: ak by sme za primarnu tlohu zobrali program (D) a konstruovali
duélnu tlohu, dostali by sme (P). Vo vSeobecnosti teda plati, ze dudlna tloha k duélnej tlohe je
priméarna tloha.

Pozrime sa este na tvar obmedzeni. V motiva¢nom priklade sme mali v primarnej tlohe obme-
dzenia v tvare nerovnosti (>) aj rovnosti. V prvom pripade museli byt prislusné multiplikdtory
y; nezaporné, v pripade rovnosti mohli byt Iubovolné. Zaroven vSetky premenné x; v primarnej
ulohe boli nezaporné, a preto sme potrebovali, aby kazdé obmedzenie dudlnej llohy bolo v tvare
nerovnosti. Co by sa stalo, ak by niektora premenna, napriklad 2; mohla byt aj zaporna? Podobne,
ako ked sme odvodzovali normélny tvar linedrneho programu, mohli by sme nahradit 1 = 2z — 22,
21,22 > 0 a dostali by sme primarnu tlohu minimalizovat

f(z1, 22,29, 3) := 1021 — 1023 + 3z + bx3

spomedzi takych hodnét z1, zs, T2, z3, ktoré spliiaji

621 — 620+ T9 — x3 > (42)
221 — 229 + 29 + 623 > (43)
621 — 629 + 322 + 523 = 30

21,22, 72,23 > 0
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Prislusnd duélna tloha by bola ndjst maximum funkcie
9(y1,92,y3) == 2u1 + 8y + 30ys
spomedzi takych hodndt y1,vs, ys, ktoré spliiaji

10
-10

6y1 + 2y2 + 6ys
—6y1 — 2y2 — 6ys
Y1+ 2y2 + 3ys
—y1 + 6y2 + 5ys3
Y1,Y2

IV A CIA A A

pri¢om prvé dve nerovnosti mozeme zlucit do jednej rovnosti 6y, + 2y + 6y3 = 10. Ked zhrnieme
nase doterajsie Gvahy, konstrukciu dudlnej tlohy mozeme opisat nasledovnym receptom:

priméarna tuloha duélna tloha
.. . > T . . 2 T
minimalizovat c'x maximalizovat b’y
n
i-te obmedzenie tvaru E aijxrj = b; | i-ta premennd y; €R
Jj=1
n
i-te obmedzenie tvaru E a;;x; > b; | i-ta premennd y; >0
Jj=1
m
J-ta premenna z; €R j-te obmedzenie tvaru E QijY; = Cj
i=1
m
Jj-ta premenné z; >0 j-te obmedzenie tvaru E aijy; < ¢
i=1

Skor, ako pokro¢ime v naSich avahéach, urobme malt odbocku:

Mala odbocka ku konvexnym obalom

Citatel sa uz mozno stretol s konvexnym obalom v dvoch rozmeroch: pre dané body v rovine je
ich konvexny obal najmensi konvexny mnohouholnik, ktory ich vSetky obsahuje.

Ak si body predstavime ako koliky, ktoré omotame Spagatom, tak ko-
liky, na ktorych sa Spagat zachyti, tvoria vrcholy konvexného obalu.
Takato predstava este celkom dobre zafunguje v troch rozmeroch,
kde ako keby sme balili body do baliaceho papiera. V n rozmeroch a
s n — l-rozmernym papierom je to ale komplikovanejsie; nie vSetky
vlastnosti, na ktoré sme z 2 rozmerov zvyknuti, platia aj v n rozme-
roch, a preto si treba v Givahach dévat obzvlast pozor na argumenty
typu “je jasné, Ze...”.

Pripomenieme, Ze konvexné teleso T je také, Ze pre kazdé dva body x,y € T je celd tisecka medzi
nimi v 7, t.j. vSetky body tvaru tx + (1 — t)y pre 0 < ¢ < 1 st v T. Definujme konvexny obal
takto:

Definicia 3.2. Konvexny obal n bodov ay,...,a, je prienik vSetkych konvexnych telies, ktoré
obsahuju body ai,...,a,.
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Konvexnych telies, ktoré obsahuju dané body je sice nespocitatelne vela, ale ich prienik je dobre
definovany, takze nés to netrapi. Navyse, prienik Tubovolnych konvexnych telies je zjavne opit
konvexné teleso, takZe nasa definicia je dobra v tom, Ze konvexny obal je, tak ako sa patri, konvexny.
Bude sa nam hodit aj nasledovné charakterizicia:

Lema 3.3. Konvexny obal n bodov ay,...,a, je tvoreny bodmi konvexnymi kombinaciami bodov
ai,...,a,, tj. bodmi ziay +--- + zpa,, kde z1,...,2, ERT a2y +--- + 2z, = 1.
Doékaz:. Oznaéme K mnozinu vSetkych konvexnych kobniacii bodov ay, ..., a,. Lahko sa overi,

ze K je konvexné teleso: pre konvexné kombindcie > z;a; a Y zja; jeaj t Y z;ai+(1—t) > zla; =
> (tz; + (1 — t)z})a; konvexnad kombindcia, a teda patri do K. Pretoze K je konvexné teleso a
obsahuje body aj,...,ay, z definicie K je nadmnozina konvexného obalu. Na dokaz lemy nam
staci ukdzat, ze kazd4 konvexnd kombinicia patri do konvexného obalu.

Dokézeme to indukciou na pocet bodov n. Pre n = 1 je to jasné priamo z definicie konvexného
obalu, pre n = 2 st konvexné kombindcie z1a; + (1 — z1)az a tieto z definicie konvexnosti lezia
v kazdom konvexnom telese, ktoré obsahuje a; a az (a teda lezia aj v ich prieniku). Nech teraz
n > 3 a majme konvexni kombiniciu x = Y za;. Ak 2z, = 1, x = a, a z definicie x je v

Zi

konvexnom obale. Nech teda z, < 1. Oznaéme z; := 17— a zoberme bod x’ = }_zja;. x’ je
konvexnd kombindcia bodov ay,...,a,_1, a preto podla indukéného predpokladu kazdé konvexné
teleso, ktoré obsahuje body ai,...,an—1, obsahuje aj x’. Zaroveni x = (1 — z,,)x’ + 2,8y, a preto
kazdé konvexné teleso, ktoré obsahuje x” a a,, obsahuje aj x. ]

Este pripomenme, Ze ak sme v m-rozmernom pries-
tore, nadrovina H je mnozina bodov x spliiajicich
rovnost a1y + -+ + &y, = 1 (jednotka na pravej
strane je takmer vSeobecnd: lubovolnd nadrovina,
ktora neprechadza bodom [0, ..., 0] sa d& normova-
nim upravit na tento tvar). Ak oznac¢ime (:,-) ska-
larny stéin, je H definovani ako (x,a) = 1. Body,
pre ktoré (x,a) < 1 st pod H, a body (x,a) > 1 nad
H. Vektor a je normdlovy vektor H a pre Tubovolné
dva body x, x’ z H plati,

m

(x —x',a) = Z(.’L’Z —x})a; = (x,a) — (x',a) = 0.

i=1

V dvoch rozmeroch je nadrovinou priamka, t4 na

obrazku vlavo je dand rovnicou x1 + zo = 1.
Nase uvahy o konvexnych obaloch zaviSime nasledovnym pozorovanim, ktoré je pre dva a tri

rozmery uplne zjavné:

Lema 3.4. Majme body x,a1,...,a, v m-rozmernom priestore. Nech K je konvexny obal
ai,...,a,. Potom plati:

o Ak x je vo vniitrit K, potom neexistuje nadrovina H, ktord prechddza cez x a vsetky body z
K leZia na jednej strane H.

o Ak x & K, potom existuje nadrovina H, ktord prechddza cez x a vsetky body z K leZia na
jednej strane H.

Doékaz:. Prva cast je Tahké: nech x lezi vo vnitri K nech existuje takd nadrovina H, Ze vsetky
body z K st na jednej strane H. PretoZe x je vo vnutri K, existuje nejaky bod x’ € K, ktory lezi
na opacnej strane H ako vSetky body z K, Specidlne ako body a;. Lenze polpriestor ohranic¢eny
H, ktory obsahuje vSetky a; je konvexné teleso, a preto z definicie konvexného obalu x’ ¢ K.
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Ideme dokdzat druht dast. Majme fixovany bod x a pre body y € K uvazujme euklidovska
vzdialenost f(y) := ||y —x/|. Pretoze K je kompaktnd mnozina a f je spojita funkcia nadobidajica
kladné hodnoty, existuje bod z € K, na ktorom f nadobida minimum. Oznac¢me

t=x-1z k= {t,x)

Nech H je nadrovina tvorend bodmi y, pre ktoré
(t,y) = k. Zjavne x € H. Plati

0< Z(IZ — zi)2 = (x,x) — 2(x,2) — (z,2)

K3

a preto

~

t,z) = (x—z,2) = (x,2) — (z,2) <

<{xx)—(x,z)={x—2z,%x)=(t,x)=F

Teraz sta¢l ukdzat, ze pre vSetky body y € K tiez
plati (t,y) < &, a teda lezia na rovnakej strane H
ako z.

Majme teda z € K. KedZe z minimalizuje vzdialenost od x a K je konvexné teleso, pre vsetky
0< A< 1plati[[z—x/2 < [|[(1 =Nz + ) y —x[]2 = [[(1 = \)(z —x) + My — x)||? a odtial po
priamodiarych tpravach 0 < A(A — 2)[|z — x||2 + 2A(1 — \) (z — x,y — x) + A?|]y — x/|?. Pretoze
A >0, mame 0 < (A—2)|[z—x[2+2(1—)\) (z— x,y — x) + A||[y —x]|? a odtial v limite pre A — 0
méme 0 < (z—x,y —x)—[|z—x|?=(z-xy—-x)—(z—x,2—-%X) = (z—x,y) — (z—x,2) =
(t,z) — (t,y). Preto (t,y) < {t,z) < &, ¢o sme chceli dokdzat. O

Vratme sa teraz k nasmu cielu — ukdzat, ze rovnaka hodnota optiméalneho rieSenia v primarnej aj
dualnej tlohe nie je nahoda. Pozrime sa na nasledovny priklad: Majme m-rozmerny priestor R™ a
v fiom n bodov ay, ..., a, (t.j. bod a; mé siradnice (a;1, ai2, ..., @im)) a vektor e. Cielom je najst
¢o najvicsie ¢islo o € RT tak, ze bod «c lezi v konvexnom obale K bodov ay, ..., a,.

Predpokladajme pre jednoduchost, Ze tloha m4 riesenie, t.j.
polpriamka generovana vektorom c pretina K. Z konvexity
vyplyva, ze prienik K a polpriamky je tisecka. Optimalne rie-
Senie je preto bod ae, v ktorom polpriamka opusta K. Podla
Lemy 3.3 sa body konvexného obalu sa daji vyjadrit ako
konvexna kombinécia bodov ay,...,a,, t.j. nds hladany bod
ac sa musi dat napisat v tvare z;a; + - - - + 2,,a, pre nejaké
Z1,...,2n > 0,kde Y| z; = 1. Pre Tubovolny pripustny bod
ac si oznacme y; = %, potom plati

n 1 n
y; =0 Zyjza ozc:ozZajyj.
j=1 j=1

Najst bod, pre ktory je o maximalne, znamena najst bod,
pre ktory je 1/ minimélne. Snazime sa teda minimalizovat
hodnotu Z?:l y; spomedzi takych yq,...,y, >0,
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7 n N . . v ’ ~ . v
pre ktoré > j=18;Yy; = ¢; staci si uvedomit, Zze z danych hodnét y vieme zrekonstruovat z a a.
Nasu tlohu teda vieme zapisat ako alohu linedrneho programovania:

minimalizovat 7N +yz + .- + Yn
pri obmedzeniach a1 pn  + a1y + 0 FanaYn = a1
a12Yy1  +a22y2 + -0t ap2Yn = C2
. . . (44)
a1,mY1 + a2 m¥Y2 + -+ UpnmYn = OCm
Y, Yn 2 0
alebo skratene
P) min {17y [ATy=¢c,y>0
()yERn{ y|Aly=c, y>0},
kde A je matica rozmerov n x m, ktorej riadky st tvorené stradnicami bodov ay,...,a,. Na
program (44) pouzijeme nas dualizaény recept a dostaneme duédlny program
D Tx | Ax <1 45
(D) max {e'x | Ax <1} (45)

Ako mobzeme program (45) interpretovat? Zoberme si lubovolné

pripustné riesenie x. Nech Hx je nadrovina dand bodmi y, pre

ktoré (y,x) = 1. Obmedzenia programu (45) hovoria, ze pre

kazdy bod a; je (aj,x) < 1, a z konvexity je preto cely konvexny

obal K pod Hx. Dalej ak oznacdime o = ﬁ, tak bod ac lezi v

nadrovine Hx, lebo {ae,x) = 1. Kazdému pripustnému rieseniu

(45) teda zodpoveda bod ac na polpriamke generovanej vektorom

. ag c, ktory (podla Lemy 3.4) nelezi vo vnuatri K. Naviac je zrejmé,

g ze optimalne riesenie je nezaporné, a preto mézme bez ujmy na

! v8eobecnosti predpokladat, ze (x,c) = ||x]|| - ||c||cos¢ > 0, kde

c ¢ je uhol, ktory zvieraju vektory x a c. Preto nis zaujimajua iba

" tie pripustné riesenia, ktorym zodpovedaji body ac leziace na
0 polpriamke generovanej ¢ za K.

Plati to aj naopak. Zoberme si hocijaky bod ac leziaci za K. Podla Lemy 3.4 existuje nadrovina
H taka, ze vietky body z K lezia pod tiou. Nech H je tvorena bodmi y spliajicimi (x,y) = 1 pre
nejaky vektor x, potom plati Ax < 1. Zaroven, pretoze H prechddza cez ac, plati (x,ac) =1 =
a{x,c), ateda o= ﬁ Pre maximalnu hodnotu ¢"x je prislusné o minimélna, a preto program
(45) vyzaduje ndjst minimalne « tak, aby bol ac lezal za K na polpriamke generovanej vektorom
c. To je ale zjavne bod, v ktorom polpriamka opasta K, a teda programy (44) a (45) maja rovnaké

optimalne riesenie. Dokazali sme teda tvrdenie

Lema 3.5. Ak primdrny program miny cg» {lTy | ATy =¢c, y > 0} md pripustné rieSenie, potom
aj dudlny program maxxecgm {ch | Ax < 1} md pripusitné riesenie a optimdlne hodnoty oboch
Programov $a rovnaji.

Keby sa ndm podarilo Lemu 3.5 zovéeobecnif na programy tvaru miny cgn {bTy | ATy =¢c, y > 0}

pre Tubovolny vektor b, boli by sme spokojni, lebo kazdy linedrny program sa da napisat v takomto
tvare. Majme teda primarny program

P) min {bTy| 4"y =c, y >0} 16
(P) min \b'y|Aly=c y2 (46)
a k nemu dualny program
T
<
(D) ax {¢'x | Ax < b} (47)
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Uvazujme najprv vektory b také, ze vSetky zlozky b; > 0. Oznacme
ag =—a; y_; :bjyj (48)

Plati b’y = 37, bjy; = 1Ty’ a pre kazdé i € {1,...,m} Y 7" ajiy; = Yo, a;ibi%. Pretoze

b; > 0, program (46) je ekvivalentny?s programom

min {1Ty’ | Ay =c, y’ >0} (49)
y,€R7L

kde stlpce matice A’ st vektory a}. Podla Lemy 3.5, ak ma program (49) pripustné riesenie, tak
jeho optimum je rovnaké ako optimum programu

max {ch’ | ATx! < 1} (50)
x'erm
Obmedzenia programu (50) st v tvare 37" | a2 < 1 a tak s pouzitim oznacenia (48) dostévame,

ze programy (50) a (47) st ekvivalentne, preto ak (46) ma pripustné rieSenie, ma ho aj (47) a
hodnoty optima st rovnaké.

Cvicenie. Upravte predchadzajici postup tak, aby platil pre b; > 0.

Nech teraz b nadobida fubovolné hodnoty a nech X je pripustné rieSenie (47). Ozna¢me

X' =x—-% V,=b;—ax (51)

i
Ako sa v tomto oznaceni zmenia programy (46) a (47)? Pre pripustné riesenia x, y plati
c’x =c'¥+c'%
by =3 by =Y by + 3 via] %) =b Ty + Yy D Ty =
=bTy + Do T30 Yiaig) = by +cT%
kde poslednd rovnost vyplyva z toho, ze ATy = c. Pretoze c'% je konstanta, programy (46) a (47)
vieme ekvivalentne zapisat ako

(P’) min {b’Ty | ATy =c, y > 0} (D') max {c'x’'|Ax’ < b’}
YeRrn x’ erm

NavySe z pripustnosti X pre (47) vyplyva, ze b’ > 0 a preto moZeme aplikovat predchadzajuci

pripad.

Nacrtli sme® dékaz fundamentalnej vety v tedrii linedrneho programovania:

Veta 3.6 (Silna veta o dualite). Pre dvojicu dudlnych linedrnych programov

; T Ty _ > T <
(P) ;Iel%lgl{b vy Ay c,y_O} (D) )E%?R)*(n{c x| Ax < b}

Plati prdave jedna zo styroch moznosti:
1. (P) ani (D) nemaji Ziadne pripustné riesenie
2. (P) je neohraniceny a (D) nemd pripustné rieSenie
3. (D) je neohraniceny a (P) nemd pripustné rieSenie

4. (P) aj (D) maji pripustné riesenie. V tom pripade sa optimdlne hodnoty (P) a (D)
rovanju.

2y tom zmysle, ze kazdému rieseniu programu (46) prisliicha nejaké riesenie programu (49) s rovnakou hodnotou
a naopak
3pre kompletny dokaz treba oSetrit este niekolko Specialnych pripadov, ktoré prenechavame na itatela
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3.2 MAX-FLOow—MIN-CUT oc¢ami duality

Dualita linedarneho programovania, ktort sme predstavili v predchadzajicej Casti, ¢asto pomaha
lepsie pochopit min—max charakterizacie vypoctovych problémov. V tejto ¢asti si z pohladu duality
priblizime zndme tvrdenie, Ze velkost maximdlneho toku sa rovnd kapacite minimélneho rezu.

Zacneme tym, Ze predstavime problém maximéalneho toku. KedZe predpokladame, Ze Citatel sa s
nim uz stretol, odpustime si tentokrat motivacné rozpravky a zopakujeme len definiciu. Majme
dany (neorientovany) graf G = (V, E) s nezdpornymi vdhami hran, t.j. funkciou ¢ : £ — R™T;
namiesto ¢({u,v}) budeme skratene pisat c,, = c,,. V grafe st dva vyznaéné vrcholy s a t. V
probléme MAX-FLOW je cielom néjst o najvicsi tok z s do t. Tok je funkcia f : V2 — R, ktorej
interpretacia je taka, ze f(u,v) je mnozstvo kvapaliny, ktora tecie z u do v. Funkcia f musi splhat
tieto vlastnosti:

1. ak f(u,v) # 0, potom (u,v) € E, t.j. tiect musi po hranich grafu
2. f(u,v) = —f(v,u), t.j. znamienko udéva, ktorym smerom tok ide

3. pre kazdé v & {s,t} plati > f(u,v) =0, t.j. ¢o do vrchola vtekd, to z neho aj vytecie
ueV

Velkost toku je ) .y f(s,v). Rez v grafe G je mnozina hran, ktorej odobratie oddeli vrcholy s
a t. Cena rezu je sucet vdh prerezanych hran. Problém MIN-CUT je najst rez minimdlnej ceny.
Na nasledovnom obréazku je graf s kapacitami hran a minimalnym rezom (vlavo) a maximéalnym
tokom (vpravo; tmavo su oznacené hrany, ktorych kapacita je naplnend tokom) s hodnotou 24.

Problém MAX-FLOW sa d4 prirodzene formulovat ako tiloha linedrneho programovania, a to hned
niekolkymi spésobmi. Z dovodov, ktoré, ako dufame, budt jasné na konci tejto ¢asti, si zvolime
taktto formuldciu: pre kazda hranu (u,v) € E budeme mat dve nezdporné premenné x,, a Ty,
ktoré budt udévat mnozstvo toku z u do v (vSimnite si, Ze sme tym povolili situdciu, Ze po tej
istej hrane tecie tok oboma smermi: x,, v smere z u do v a ,, v smere z v do wu; ni¢menej,
tieto dve hodnoty staci od¢itat a dostaneme rieSenie v zmysle nasej definicie). Dalej budeme
mat jednu premennt f, ktord bude udévat velkost toku (a t sa budeme snazif maximalizovat):

f= > xsu— Y. @ys Zékony zachovania toku aj obmedzenia kapacit lahko zapiSeme
w:(s,u)eE u:(s,u)eE
pomocou linedrnych nerovnosti a dostaneme program
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maximalizovat f

pri obmedzeniach o Tew— Y, xus—f = 0
u:(s,u)eE u:(s,u)€E
Z Tyt — Z Tty + f =0
u:(t,u)eE u:(s,u)EE (52)
Tow— D, Tyy = 0 Yo eV —{s,t}
u:(u,v)EE u:(u,v)EE
‘ruv S Cuv v(u7 U) G E
Tow < Cup V(U7 U) ek
Tyw > 0 V(u,v) € E

Prvé a druhé obmedzenie definuju velkost toku f ako to, ¢o vytekd z s, resp. ¢o vtekd do t. Vo
vSetkych ostatnych vrcholoch plati zakon zachovania toku.

Pouzime teraz nas dualizaény recept a zostrojme k programu (52) duélny minimalizaény program.
Kazdému obmedzeniu v primarnom programe zodpoveda premenné v dudlnom programe. V prog-
rame (52) mame dva druhy obmedzeni: obmedzenia v tvare - - - = 0 pre kazdy vrchol a obmedzenia
Tyy < Cup. Lavedieme si preto dudlne premenné y, € R pre kazdy vrchol v € V (ys zodpovedd
prvému obmedzeniu, y; druhému a ostatné y, v poradi{ dalsim) a premenné z,, a z,, pre kazda
hranu (u,v) € E, pri¢om 2y, Zy, > 0. Dudlny program sa vyréba tak, Ze i-ta dudlna premenna je
multiplikator, ktorym prendsobime i-te obmedzenie a vysledky s¢itame; stcet pravych stran je pri-

.....

funkcia. Sucet pravych stran je v nasom pripade Y. (zuy + Zyu)Cun. Maximalizovana funkcia
(u,v)EE

ma pri vSetkych premennych okrem f hodnotu 0. Premenna f vystupuje iba v prvom a druhom
obmedzeni (52), preto dostdvame v dudlnom programe obmedzenie y; — ys = 1 (je jasné, Ze tok je
nezaporny, ale formalne sme v (52) nevyzadovali, aby f > 0). Kazd4 premennd z,,, sa vyskytuje v
dtroch obmedzeniach: v obmedzeni zodpovedajicom vrcholu u s kladnym znamienkom, v obme-
dzeni zodpovedajicom vrcholu v so zdpornym znamienkom a v obmedzeni z,, < ¢y,. Dostavame
tak dualny program

minimalizovat Y>> (2Zuv + Zou) Cun
(uv)EE
pri obmedzeniach Y —yYs = 1
Yo—tutzw > 0 Vuwv)eE (53)
Yo = Yo+ 20u = 0 V(uv)€E
Zuv, Zou > 0 Y(u,v) € E

Z vety o dualite vieme, ze programy (52) a (53) maji rovnak hodnotu optima. Ako modzme prog-
ram (53) interpretovat? Bez ujmy na vSeobecnosti mozme predpokladat, Ze aspoii jedna z dvojice
premennych 2,,, z,, je nulova: jediné obmedzenia na z,, a zyy SU Zuy = Yu — Yo @ Zpu = Yo — Yu-
Zjavne aspoti jedna z hodndt y, — v, a ¥, — ¥, nie je kladnd, a teda ak mame Iubovolné pripustné
nimalizovanej funkcie. M6Zme si preto oznacit Z,, = max{zyy, zyy }; obmedzenia potom hovoria,
7€ Zyy > |Yu — Yo| & z rovnakych dévodov ako pred chvilou méZzeme bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladat, Ze Zy, = |yu — yu|. MOZme si predstavit, ze vrcholy grafu ukladdme na priamku:
vrchol v je ulozeny v bode y,, pricom, opit bez ujmy na vSeobecnosti, je s ulozeny v bode 0 a t v
bode 1. Z,, je dlzka hrany (u,v) v naSom uloZeni. Ked to zhrnieme, optimalne riesenie programu
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(53) nam da také ulozenie vrcholov grafu na tisecku dizky 1, Ze s a t st na krajoch a minimalizuje
sa vahovana dlzka hran.

NN NN A\
O N & v
Graf s vAhami hran a jedno z moZnych optimalnych rieSeni programu (53): Zsy = Zpw = é,

Zsv = Zuyw = %, Zsw = Zwt = % Vysledna hodnota je

1 1
4=

> cw? “lilioly
wuvAur T 2 3 6

1
+4- =4
(wo)eE 6 3 2
Podme teraz prepisat program (53) do normélneho tvaru max{—c'3 | A8 = 0, B > 0}. Ku kazdej
premennej z,, zavedieme premenn Z,,, > 0, aby sme ziskali obmedzenia tvaru y, — ¥y + 2uw — Zup = 0.
Ak vektor 3 pozostiva zaradom z hodnédt ys, yt, Yo,y - - -y Zuvs Zouy - - + » Zuv-2ou, - - -, Matica A ma ta-
kuto struktiru:

Nasledujicu priamodiaru povinna jazdu prenechame na Citatela:
Cvicenie. S pomocou viet 2.6 a 2.8 ukazte, ze matica A je TUM.

Z Vety 2.5 vyplyva, ze existuje celoiselné optimdalne riesenie programu (53). To znamend, ze
vietky vrcholy maja y, € {0,1} (t.j. st ulozené na niektorom konci tsecky) a kazd4 hrana mé
dizku 0 alebo 1. Preto kazda cesta z s do t musi obsahovat aspoii jednu hranu s dizkou 1, a teda
ak hrany dlzky 1 z grafu odstranime, dostaneme rez, ktory oddeluje s od t. Moézme teda povedat

Veta 3.7 (MAX-FLOW-MIN-CUT veta). Velkos! mazimdlneho toku sa rovnd kapacite minimdineho
rezu.

Dékaz:. Velkost maximalneho toku je optimum programu (52), ktoré je rovnaké, ako optimum
programu (53). Existuje celo¢iselné optimum programu (53), a zdroven je bijekcia medzi s — ¢
rezmi a celo¢iselnymi rieSeniami (53): celoéiselnému rieseniu (53) prislicha rez a kazdému rezu
vieme prirodzenym sp6sobom priradit riesenie (53). O

Je dost mozné, ze Citatel mozno pozna ovela jednoduchsi dokaz tohto tvrdenia. Dovod, preco
uvddzame tento dokaz je (okrem toho, ze chceme ilustrovat dualitu linedrnych programov) ten,
ze ukazuje dvojicu MAX-FLow-MIN-CuUT ako $pecidlny pripad vSeobecnejsich problémov; zaro-
veii ddva novy pohlad na otdzku, prefo rovnaky vysledok neplati pre iné podobné problémy (ak
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napriklad mame viacero zdrojov a usti a cielom je maximalizovat tok roznych komodit v spo-
lo¢nych potrubiach, mame dualany problém k problému MIN-MULTI-CUT z Definicie 2.14, avSak
analogicky vysledok neplati) cez unimodularitu prislusnych matic.

3.3 Primarno-dualna metoda

Dufame, Ze sme ¢itatela presvedcili o tom, Ze dualita je zaujimavé vlastnost linedrnych programov.
Teraz je nacase ukdzat, ako sa d4 vyuzit pri ndvrhu algoritmov. Pozrime sa na dvojicu dualnych
programov

: in {c' > >
(P) )gréﬁgl{c x| Ax > b,x > 0}

(D) : }gg%{bTy | ATy < c,y >0}

Z vety o dualite vieme, Ze maju rovnaki hodnotu optima, t.j. Ze existuji vektory x* > 0 ay* > 0,
7e Ax* > b, ATy* < cac'x* = b'y*. Pripomeiime si nerovnosti z dokazu Vety 3.1, ktoré platia
pre vetky dvojice pripustnych rieSeni primérnej a duélnej tlohy, a teda aj pre x*, y*:

(%) Q)
c'x* > (ATy*)Tx* =y*TAx* > y*b (54)

Kedze ¢'x* = b'y*, (%) aj () musia byt rovnosti. Pozrime sa na (&) a rozpisme vektorovy zépis
pomocou sumy:

doar=> [ATy*], a3, (55)
j=1 j=1

kde symbol [-]; oznacuje j-ty prvok vektora. Z pripustnosti dualneho riesenia vieme, ze ¢ > ATy*:
nerovnost vektorov plati v kazdej zlozke, takze pre kazdé j je ¢c; > [ATy*]j. Pre kazdé j je 27 > 0,
a teda aj c;xj > [ATy*]j x}. Z toho vidiet, Ze ak m4 platif rovnost (55), musi platit rovnost v
kazdej zlozke.

Rovnaké uvahy sa daji urobit pre nerovnost () a dostaneme tak nasledovni charakterizéciu
optimalneho riesenia:

Veta 3.8 (podmienky komplementarity). Nech x,y st pripustné riesenia primdrnej a dudlnej
tlohy. Potom x, y stu obidve optimdlne vtedy a len vtedy, ak su splnené obe nasledujice
podmienky:

e primdrna podmienka komplementarity:

V1<j<n: bud z; =0 alebo Zaijyi:cj

=1

e dudlna podmienka komplementarity:

V1i<i<m: bud y; =0 alebo Zaijxj:bi
j=1
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Edmondsov algoritmus pre MIN-1-FACTOR

Podmienky komplementarity st uzitocny nastroj pri analyze algoritmov, lebo poskytuji jednodu-
chy invariant, ktory charakterizuje optimum. Pripomernime si definiciu problému
MAX-WEIGHTED-BIPARTITE-MATCHING z casti o ILP:

Definicia 2.3. Majme dany bipartitny graf s hranami ohodnotenymi nezdpornymi redlnymi ¢is-
lami. Cielom problému MAX-WEIGHTED-BIPARTITE-MATCHING je najst mnoZinu hran s najvic-
§im stuc¢tom vah tak, aby Ziadne dve vybraté hrany nezdielali vrchol.

Problém sme vtedy formulovali ako celo¢iselny program

maximalizovat > weze

eckE
pri obmedzeniach > oz <1 YoeV
ec E
e=(v,w)
z. > 0 Vee E
T, € Z

kde w € R™ je vektor vah hran. Ukézali sme, Ze matica obmedzeni je TUM, a preto staci vyriesit
relaxovany program a podmienky celoc¢iselnosti mame zadarmo. Celkom prirodzene sa natiska
otdzka: "A co keby ten graf mebol bipartitny?’ Formulacia ILP bude stale v poriadku, ale uz
nebude platif, Ze musi existovat optiméalne celodiselné riesenie.

%
O,
3
10 @ 3
\
() O,

Vlavo je graf s vihami hran. Maximalne parovanie ma hodnotu 21: hrany vahy 10 st iba medzi

vrcholmi {p, q,r,s,t}, t.j. mdzu byt v rieSeni najviac dve. Zo zvy$nych hran moze byt najviac
1. Vpravo rieSenie relaxovaného programu s hodnotou 25.

Prv, nez budeme pokracovat, upravime trocha formuléciu nasho problému. Parovaniu, ktoré po-
kryva vSetky hrany, t.j. takej mnozine hran E’ C FE, ze kazdy vrchol susedi s prave jednou hranou
z E', budeme hovorit perfektné pdrovanie, respektive I-faktor (pochopitelne, aby graf mal 1-faktor,
musi mat parny pocet vrcholov). Namiesto hladania najtazsieho parovania ndm staci vedief hladaft
najtazsi 1-faktor: z grafu G vyrobime G’ tak, Ze ak ma G neparny pocet vrcholov, priddme k nemu
jeden izolovany vrchol a potom vSetky vrcholy, ktoré nie st spojené hranou spojime hranou vahy
0. Citatel sa Tahko presvedéi, Ze parovania v G zodpovedajt 1-faktorom v G'.

Dalej nech wpay je maximélna vaha hrany v G’. Ak vyrobime G’ tak, Ze nastavime nové vahy
W = Wmax — We, tak vidno, Ze najlahsi 1-faktor v G” je najfazsi 1-faktor v G”. Dostali sme sa tak
k nasledovnej definicii:

Definicia 3.10. Majme dany Gplny ohodnoteny graf G = (V, E) na n = 2k vrcholoch, pri¢om
hrana e = (u,v) € E m4 véhu w, € RT. Problém MIN-1-FACTOR je ndjst 1-faktor v G, pre
ktory je sucet vdh hran minimélny, t.j. ming: ) . w(e), kde minimum je brané cez vietky
1-faktory E'.




Citatel, ktory s nami vydrzal aZ potialto, uréite nebude mat tazkosti zapisat MIN-1-FACTOR ako
celo¢iselny linedrny program: pre kazdt hranu e € E zavedieme premenna z. € {0,1}, ktord
vyjadruje, ¢i je hrana e vybratd do parovania alebo nie. Vybrata mnozina hran je 1-faktor prave
vtedy, ak s kazdym vrcholom susedi prave jedna vybratd hrana, c¢o priamociaro zapiseme

minimalizoval > wex,
ecE

pri obmedzeniach Y z. = 1 YoeV (56)

ecE
e=(u,v)

z. € {0,1} VeeFE

Ak tento program relaxujeme a namiesto z. € {0,1} budeme pozadovat iba z. > 0 (¢itatel
si v8imne, 7e . < 1 vyplyva z minimality), optimum uz nemusi byt celoéiselné. V nasleduju-
cich odstavcoch predstavime primérno-dudlny pristup podla Edmondsa [?]. Najprv ale este jedno
oznacenie, ktoré nam zjednodusi zapis:

Definicia 3.11 (hranova hranica mnoziny). Majme graf G = (V, E) a mnozinu vrcholov S C V.
Hranové hranica mnozZiny S, oznaovana d(S), je mnozina hran s jednym koncom v S a druhym
mimo S, t.j.:

(S)={e€E|e=(u,v), ucS, veV\S}
Ako sa vysporiadat s tym, Ze relaxécia programu (56) nemd celo¢iselné rieSenie? Trik je v tom, Ze

priddme (vela) dodatoénych obmedzeni, ktoré zabezpedia celoéiselnost optima. Nech .#st1 vSetky
aspon trojprvkové mnoziny s neparnym poctom vrcholov, t.j.

S ={SCV ]| |S|>1, |S| nepérne }
Kazd4 hrana mé dva konce, a preto vrcholy z S € . nemdzu byt poparované medzi sebou, takze

v kazdom 1-faktore musi asponi 1 hrana odchadzat z S. Priddme tieto obmedzenia k relaxovanému
programu (56), ¢im dostaneme

minimalizoval > wez,

eckE
pri obmedzeniach ooz = 1 WweV
ecd({v}) (57)
oz > 1 VS e
e€d(S)
., > 0 Vee E

...a voila! Mame linedrny program, ktory mé celo¢iselné optimélne riesenie. Dostali sme sa vsak z
dazda pod odkvap: po prvé potrebujeme dokazat, Ze naozaj existuje celo¢iselné optimum programu
(57) a podruhé potrebujeme riesit program, ktory mé exponencialne vela obmedzeni. Ani jeden z
tychto problémov nie je neprekonatelny, ale my to spravime elegantne: vyuzijeme dualitu a vyh-
neme sa rieSeniu (57); a navySe dokaz celoéiselnosti vypadne zadarmo. Sposob navrhu algoritmov,
ktory tu ukdZeme, sa zvykne nazyvat primdrno-dudlna metdda.

Pouzime nas dualizaény recept a zostrojme dudlny program k (57). Duélny program bude maxi-
maliza¢ny a bude maf premennt pre kazdé obmedzenie. Mame dva typy obmedzeni: pre vrcholy
a pre mnoZiny, takZe si zavedieme dudlne premenné r, € R pre v € V a premenné wg € RT pre
S € . Kazda primarna premennd x, ma vklad z.w. do minimaliza¢nej funkcie a vyskytuje sa
v dvoch obmedzeniach pre vrcholy (konkrétne pre dva koncové vrcholy e) a v obmedzeniach pre
tie mnoziny S € &, kde e € §(S). Dostali sme dudlny program (vSimnite si, Ze r, moze byt aj
zaporné):
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maximalizovat Y 7, + . wg

veV Ses
pri obmedzeniach 7, +7r,+ > ws < we Ve=(u,v)€E (58)
Ses
ecs(S)

wg > 0 VS es

7 didaktickych dévodov, a aj preto, Ze v nasej dvojici programov nie st vSetky premenné nezaporné,
prepisme nerovnost (54) v nasom znaceni:

Z%%ﬁ SO zelratrot D ws) 23 (e S0 w )+ > ws| Y gzrﬁz ws

ecE SEE S veV  ees({v}) Se.s e€s(S) veV  Ses
Rovnost (V) plati preto, lebo na lavej strane je pre kazdy vrchol v € V hodnota r, zardtand s
koeficientom z. pre vSetky hrany incidentné s v a hodnota wg je zarddané s koeficientom z. pre
vSetky hrany z hranice S. Z obmedzeni programu (57) vyplyva, Ze modrd suma ) . s({o}) Te =1
a Cervend suma . 5(s) Te = 1, preto podmienky komplementarity maju tvar

S1(%) Ve=(u,v)€E: xe>0:>ru+rv+2w5:w(e)

ses
ces(9)

S2($) VSeS: ws>0= » we=1
e€d(S)
Pozrime sa teraz na program (58) a skisme mu daf nejaki intuitivnu interpretaciu. Predstavme si,
Ze okolo kazdého vrchola v € V' (resp. okolo kaZdej mnoziny S € .¥’) moze byt bublina s ndbojom
r, (resp. wg). Samozrejme, mnoziny s .¥sa mozu rozne prekryvat, a tak predstava bublin okolo
kazdej z nich nie je Uplne intuitivna, niémenej nakoniec budeme vyuzivat iba systémy do seba
zapadajicich bublin. Program (58) ndm hovori, Ze chceme maximalizovat celkovy néboj. Vahy
hrén si teraz vieme predstavit ako kapacitu a obmedzenia hovoria, %e Ziadnu hranu e nesmieme
?pretrhntt”: celkovy naboj na vSetkych bublinach, ktoré pretinajui e nesmie prekrocit jej kapacitu.
Hranu e, pre ktort plati ry, + 7, + Zféé wg = w(e), nazveme pind. Podmienky S1 a S2 spolu s

vetou o dualite vieme interpretovat takto:

Lema 3.12. Ak (lubovolngm spésobom) ndjdeme 1-faktor M a hodnoty bublin r a w tak, Ze
(I1) Ziadna hrana nie je preplnend,

(I2) hodnoty wg >0,

(I3) vsetky hrany z M si plné a

(I4) z kaZdej nenulovej bubliny S € . odchddza prdve jedna hrana z M,

tak mdme optimdine riesenie dvojice programov (57) a (58), ktoré md celociselné hodnoty x, a
teda tvori minimdlny 1-faktor.

Dékaz:. Podmienky (I1) a (I2) zaru¢uji pripustnost dudlneho programu (58). Fakt, ze M je
1-faktor zaruéuje pripustnost priméarneho programu (57). Podmienky (I3) a (I4) st vporadi pod-
mienky S1 a S2, takze tvrdenie je dosledok Vety 3.8. O

Od tohoto momentu modzeme zabudnit na celé linedrne programovanie a ideme sa snazit néjst
algoritmus, ktory vyrobi hlfadané objekty M, r a w. Ako sme uz naznadili, kedze w je prili§ velké,
budeme si pamiitat iba jeho nenulové zlozky; zaroven budeme hladat iba také rieSenia, v ktorych
sa mnoziny s nenulovymi bublinami nepretinaji. Chceli by sme dostat nejaka takato struktaru:
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Modré bubliny majt vSetky hodnotu 1/2, hrany, ktoré nie st zakreslené, maji vahu oco. Cer-
vené hrany tvoria 1-faktor. Ziadna hrana nie je preplnena, vetky Cervené hrany st plné a z
kazdej zelenej bubliny odchadza prave jedna ¢ervena hrana; preto vieme, Ze ¢erveny 1-faktor je
minimalny.

Samozrejme, nikde zatial nemédme zarudené, Ze takato konfiguracia vzdy existuje. Ale ak to doka-
zeme a najdeme algoritmus, ktory ju vyrobi, mozeme zajasat a lohu oznacit za splnend.
Zacénime neformalnym opisom ¢innosti algoritmu po Starte. Pocas celého algoritmu buda pod-
mienky (I1), (I2) a (I3) udrziavané v platnosti. Algoritmus zacne s tym, Ze parovanie M bude
prazdne a vSetky bubliny budi nulové. Postupne sa bude snazit priddvat ndboj do bublin a hrany
do péarovania tak, aby nakoniec M bol 1-faktor a boli splnend podmienka (I4); potom M bude
minimalny 1-faktor. V prvom kroku za¢ne pridavat ndboj na vsetky bubliny 7, (v dalsom budeme
tieto bubliny volat modré, kym bubliny wgs budi zelen€). Casom sa stane, Ze dve modré bubliny
T4 & 7 naplnia nejakd hranu e = (u,v). Hrana e sa pridd do M a bublindm r,, a r, sa nebude v
dalsom kroku priddvat naboj (buda tvorit ¢inku). Raz sa ale naplni aj nejaké hrana e, ktorej jeden
vrchol uz patri hrane z M. Téato hrana je plnd, a preto jej koncové bubliny sa nemdzu zvicsit,
a zarovel sa nemdZe pridat do M. Nazveme ju blokujica hrana a algoritmus si bude udrziavat
mnozinu blokujacich hran L.

¢inky volné bubliny: tieto zviésujeme

naplnena blokujica hrana sa prida do L

Okrem volnych bublin a ¢iniek vznikol dalsi atvar: cesta dlzky 3 zlozena z hrany z L a hrany z
M:; cesty, na ktorych sa striedaji hrany z L a M budeme volat alternujice. Ked sa v dalsom bude
volnym bublindm priddvat ndboj +¢, bublindm z alternujtcej cesty sa bude striedavo pridavat
+e a —¢, aby sa ziadna hrana nepreplnila (pripominame, Ze na rozdiel od zelenych bublin, modré
bubliny mézu mat zadporny naboj). V dalSsom sa naplni hrana medzi dvoma bublinami, ktorym
sa naboj priddva, a mozu tak vznikaf stromy z alternujucich ciest (tzv. madarské stromy). Ak
naplnenou hranou vznikne alternujica cesta s neparnym poc¢tom hran, je to dobré, lebo sa moze
zviGsit parovanie tak, Ze na tejto ceste sa vymeni prislusnost hran medzi M a L a z alternujtcej
cesty ostane sada Ciniek.
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madarské stromy

A
e N
+e +e +e  +e
+e ONORO.
+e +€
vymenou M a L zvacsime parovanie
777

Co ale mame robit, ak sa napriklad naplni hrana medzi dvoma bublinami v jednom strome? Toto
je moment, v ktorom dozrel ¢as na zelené bubliny a ich hierarchické struktiry.

Zakladnou datovou struktirou algoritmu je kvet. Kazdy kvet mé vonkajsiu bublinu a v nej jeden
vyznacny vrchol zvany stopka. Najjednoduchsi kvet je jeden vrchol s modrou bublinou okolo neho.

Zlozitejsie kvety vznikaju rekurzivne: majme neparny pocet kvetov Ki, Ko,...,Kopp1, 7 > 1
(t.j. aspon tri kvety) tak, Ze stopky kvetov Ka; a Ka;y1 pre ¢ = 1,...,7 s spojené hranou
z M, a zaroven pre kazdu dvojicu kvetov A := Ko; 1 a B := Kg; prei = 1,...,7 a A :=

Kory1 a B := Kj existuju vrcholy uw € A a v € B také, ze hrana (u,v) € L. Potom bublina
ohranicujica Ki,..., Ks,41 vytvorl novy kvet, ktorého stopka bude stopka kvetu K;. Kvety,
ktoré nie st sucastou iného kvetu, budeme volat vonkajsie kvety.

Pt roznych vonkajsich kvetov so stopkami oznacenymi §tvorcom. Cervené hrany st z M, &erne z L.

Za povSimnutie stoji, ze kvet uzatvara ¢ast grafu, ktori mame ”takmer hotovi”: okrem stopky st
vSetky vrcholy kvetu pospajané hranami z M a zaroven kazda bublinu pretina prave jedna hrana z
M, s vynimkou bublin, ktoré ohrani¢uju stopku (toto je pre ¢innost algoritmu klu¢ové pozorovanie
a Citatelovi odport¢ame si ho detailne indukciou dokézat). Ak je medzi stopkami dvoch kvetov
plnéd hrana, jej pridanim do M vznikne ¢inka. Algoritmus skon¢i, ak st vSetky vrcholy pokryté
¢inkami.
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Operécia presun na madarskom strome.

Volné kvety, ktoré netvoria ¢inky, st organizo-
vané v madarskych stromoch. Kvet na trovni 0
je koren, stopka kvetu na tirovni 2h —1 je spojena
hranou z M so stopkou syna na trovni 2h. Ak ma
kvet K na urovni 2h syna H, tak existuje hrana
z L medzi nejakjym vrcholom z K a nejakym vr-
cholom z H. Intuitivna predstava je takato: koren
stromu je kvet K, ktory by sme chceli zapojit do
¢inky. Lenze nemdzeme, lebo hrany, ktoré z neho
odchédzaju a dali by sa pouzit, nie st plné. Chceli
by sme pridat ndboj na vonkajsiu bublinu K, ale
nemozeme, lebo ndm v tom brania hrany z L,
ktoré vedu do jeho synov.

Algoritmus si v kazdom momente udrziava sadu
madarskych stromov, pricom zvySok grafu je po-
kryty ¢inkami. Algoritmus pracuje v iteraciach,
pricom v kazdej iteracii sa urobi operacia pre-
sun: vSetkym volnym kvetom na parnych turov-
niach stromov sa k vonkajSej bubline pripocita e
a od kvetov na neparnych trovniach sa € odpo-
¢ita. Hodnota ¢ sa zvoli maximalna taka, kym sa
nenaru$i niektord z podmienok (I1), (I2). To sa
moze stat niekolkymi sposobmi:

(P1) Zelenej bubline na neparnej Grovni klesol naboj na 0. Nech K je kvet, ktorému
patri nulova bublina. Z definicie kvetu, K obsahuje neparny pocet kvetov Ky, ..., Ko,11, priCom
stopka je vo K;. KedZe K je na neparnej trovni, mé jedného rodi¢a a jedného syna, ktory je
napojeny na stopku. Nech hrana do rodica ide z kvetu K; a bez ujmy na vSeobecnosti nech t
je nepéarne. Potom cesta K, K», ..., K; m4 neparny pocet kvetov a modze nahradit K v strome.
Dvojice vrcholov Kyy1, Kitro az Koy, Ko7 tvoria Cinky. PIné hrany medzi Ky a K1 a K1, Korq1
sa daji odobrat z L, lebo v novom strome bude jedna z nich na neparnej tirovni a druhd v ¢inke,
takze pri najblizsej operacii posun prestant byt plné.

(P2) Naplnila sa hrana e medzi kvetom K na parnej trovni a éinkou H. Nech sa ¢inka
H sklada z kvetov Hy a Hs tak, Ze e vedie do nejakého vrchola vo w;. Hrana e sa pridd do L
a ¢inka H sa pripoji k prislusnému stromu tak, ze K (na parnej Grovni) bude mat syna H; (na
neparnej urovni) a ten bude mat jedného syna Hs (na péarnej trovni).
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(P3) Naplnila sa hrana spajajica kvety K a H v jednom strome. Zjavne K aj H si na
parnej trovni. Nech W je najblizsi spolo¢ny predok K a H. Kedze W mé aspon dvoch synov, musi
byt tiez na parnej trovni. Nech K, Ky,..., Kop1, W a H, Hy, ..., Hopiq, W st cesty v strome. Z
parity vrcholov vyplyva, Ze ich mézme obalit novou bublinou a dostaneme kvet Z na pérnej Grovni,
ktorého stopka je stopka W. Synovia Z budd vSetci synovia zahrnutych kvetov — tito ostani na
neparnej arovni.

alternujucu cestu, ktora spaja stopku korena stromu 77 so stopkou korenia 7. KedZe sa naplnila
hrana, obidva kvety K a H museli byl na parnej Grovni, takze existuje cesta K, K1,...,Ka, v
strome 77 a H, Hy,...,Hy, v strome 7, kde K, a Hy, st korene prislusnych stromov. Obidve
cesty s tvorené hranami z pévodného grafu G a striedaja sa v nich hrany z M a L, pricom hrana
z M spéja stopky susednych kvetov. Aby sme cesty v stromoch mohli doplnit na alternujice cesty
v grafe G, stadi si uvedomit nasledujtce tvrdenie:

Lema 3.13. Nech K je kvet, u je jeho stopka a v je jeho fubovolny vrchol. Potom existuje alter-
nuguca cesta v G zu do v, ktord je celd obsiahnutd v K o ak je neprdzdna, tak zactna hranou z L
a konct hranou z M.

Dékaz:. Indukciou na hibku vnorenia kvetu. Pre kvet s jednym vrcholom tvrdenie zrejme plati.
Nech teda je kvet K tvoreny kvetmi Ki,..., K11, pricom stopka K je v Kj. Bez ujmy na
v8eobecnosti, nech v € Ka;_1 pre nejaké ¢t (keby v € Ky, zmenime smer islovania kvetov). Ak
t = 1, pouzijeme indukciu na kvet Kj. Nech teda t > 1. Z definicie kvetu existuje hrana (¢, w) € L,

70



kde ¢ € Ky a w € Ky. Z indukcie existuje alternujica u — q cesta v K, ktora konci hranou z M.
Zaroven existuje alternujiica cesta v K3 zo stopky do w, ktora kon¢i hranou z M. Spojenim tychto
ciest dostaneme alternujicu cestu z u do stopky Ko, ktora kondi hranou z L, a teda sa dé predlzit
do stopky K3. Tento postup opakujeme, az kym cestu dostaneme do stopky kvetu K»y;_1 a odtial
opél z indukéného predpokladu predlzime cestu do v. O

S pomocou Lemy 3.13 teraz vieme najst alternujicu cestu medzi stopkou Kj, a stopkou Ha,.
Na tejto ceste vymenime prislusnost hrdn medzi L a M, ¢im zvysime podet hran v parovani M.
Stromy 71 a 7> nasledne "rozoberieme”: kvety K»;—1 a Ky; (a rovnako Hyj_y a Ha;) budd po
vymene hran na alternujicej ceste tvorit ¢inky. Aby sme videli, preco, sta¢i si uvedomit, Ze cesta
z dokazu Lemy 3.13 pretina kazdy vnatorny kvet bud ani raz, alebo dvakrat a to jednou hranou z
M a jednou z L. Preto po vymene hran z M a L ostane zachovana podmienka, Zze kazdi bublinu
pretina prave jedna hrana z M a stopka stromu sa presunie do vrcholu v z Lemy 3.13. Rovnako
vytvoria ¢inku kvety K a H. Zvy$né Casti stromov tvoria ¢inky prirodzenym spésobom.

K
2 Iﬁ

Cely algoritmus pracuje v cykle, v ktorom kym M nie je 1-faktor, najde najmensie ¢, ktoré porusi
niektord z podmienok (I1), (I2) Lemy 3.12. Podla toho, akd situdcia nastala, vykona jednu z
akcii (P1), (P2), (P3) alebo (P4) a pokratuje v hlavnom cykle. Podmienka (13) ostéva splnena
stale. Ked algoritmus skonéi a M je 1-faktor, ziaden kvet neméze byt korei stromu (jeho stopka
by bola nesparovand), preto vietky vrcholy st pokryté ¢inkami a plati aj podmienka (I4). Preto
podla Lemy 3.12 po skonéeni algoritmu je M minimalny 1-faktor.

Ostéva nam ukazat, ze algoritmus naozaj skondi a, pokial mozno aj to, ze skonéi rychlo. KIudové
je pri tom nasledovné pozorovanie:

Lema 3.14. Popisany algoritmus na riefenie problému MIN-1-FACTOR urobi mazimdine O(n?)
iterdcit, kde n je pocet vrcholov G.

.....

sa v celom algorime vykona O(n) akcii (P4). Na dékaz tvrdenia sta¢i ukézat, Ze medzi dvoma
vykonaniami (P4) sa vykona najviac O(n) akcii (P1), (P2) a (P3).

Prvé vec, ktora si v8imneme, je, ze v ktoromkolvek okamihu je v celom algoritme O(n) bublin
(vratane vnorenych); to vyplyva z toho, ze kvet obsahuje aspoii tri vnitorné kvety, a teda ak si
nazveme hlbkou kvety maximalnu trovent do seba vnorenych bublin, tak kedykolvek méze byt
najviac n kvetov hibky 0, n/3 kvetov hibky 1, n/32 kvetov hibky 2, atd., ¢o déva geometricky rad.
Uvazujme teraz vypodet algoritmu medzi dvoma akciami (P4). Dalsie délezité pozorovanie je,
ze vonkaj$ej bubline kvetu, ktory je na parnej trovni v nejakom strome, nikdy nebude naboj
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ubidat (bud ostane na parnej trovni, alebo sa stane sti¢astou inej bubliny na péarnej trovni v
akcii (P3)). Bublinu, ktora sa niekedy pocas vypoctu vyskytovala ako vonkajsia bublina kvetu na
péarnej Grovni budeme volat bezpecnd. Na dokaz tvrdenia sta¢i ukdzat, ze v akcidch (P1), (P2) a
(P3) pribudaji bezpeéné bubliny. KedZe bezpecné bubliny sa nikdy nerozpadnt a vSetkych bublin
je linedrne vela, dostaneme, Ze medzi dvoma akciami (P4) moze byt najviac linearne vela iterécii
algoritmu.

Akcia (P1) rozbije bublinu B na nepérnej trovni a aspoii jedna bublina B’ z jej vnitra sa dostane
na parnu turoveni. B’ ale nemohla byt bezpecnd, lebo bezpe¢na bublina sa nikdy nestane sucastou
bubliny na neparnej trovni. Akcia (P2) pridd novi bezpe¢nid bublinu z ¢inky a akcia (P3) vyrobi
nova bezpecna bublinu. O

Implementovat jednu iteraciu je mozné priamociaro v ¢ase O(nm), kde n je pocet vrcholov a m je
pocet hran: pre kazdd hranu prejdeme vSetky bubliny a zistime, aké velké £ ndm dovoluje. Vybe-
rieme hranu s najmensim ohrani¢enim a implementujeme prislusni akciu. Teda mdZzme povedat

Veta 3.15. Problém MIN-1-FACTOR je rieitelng v ¢ase O(n3m).

Pre hibavého ¢itatela poznamename, Ze s rafinovanejsimi datovymi struktirami sa vysledny ¢as
da podstatne zlepsit; nie je to vSak cielom tohto textu.

Relaxované podmienky komplementarity

V predchadzajicej ¢asti sme ukézali primarno-dudlnu metédu zalozeni na charakterizacii opti-
malnych rieSeni pomocou podmienok komplementarity. Pre dvojicu dudlnych programov

: in {c’ > >
(P) )?é}]gl{c x| Ax > b,x > 0}

D) : b'y | ATy <c,y>0
(D) ;%%{EL{ y|Aly <c,y >0}
st vektory x a y optimalnym rieSenim (P) a (D) prave vtedy, ked

V1<j<n: bud z; =0 alebo Zaijyi:cj
i=1

Vi<i<m: bud y; =0 alebo Zaijxj:bi
j=1

MoZe nam tato charakterizdcia pomoct aj v situécii, ked mame skromnejsi ciel njst rieSenie blizke
optimu? UkéZeme, Ze ked st podmienky komplementarity porusené iba ”trochu”, mame riesenia,
ktoré su ”blizko” optimalnym. Vetu 3.8 modifikujeme takto:

Veta 3.16. Nech x a'y st pripustné rieSenia tloh (P) a (D) a nech pre nejaké o, B > 1 plati

m
V1i<j<n: bud z; =0 alebocj/agz:aijyigcj
i=1

Vi<i<m: bud y; =0 alebobiSZaijxjgﬁbi
j=1

Potom c"x < affb'y.
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Dékaz:.

n

ch‘rj < ZO‘ (Z az‘j?h‘) z; < Oézyz‘ Zaz‘jIj < Oéﬁzyz‘bz‘
i=1 =1

i=1 i=1 j=1 i=1
O

Typické pouzitie vyzera takto: hladdme najmensie celoéiselné riesenie (P). Ak hocijakym algorit-
mom najdeme celo¢iselné rieenie x a k nemu nejaké y splajice podmienky Vety 3.16 budeme
mat situdciu

Pra— —_—

pripustné riesenia (D) pripustné riesenia (P)

by OPT c'x aBb’y

'
1
|
1
1
1
V
H
i

. '

..
d
.
e v
______ 1
—. '
— '

celociselné riesenia
OPT aj nijdené rieenie ¢"x lezia medzi b'y a afb'y, preto najdené riesenie je nanajvys
af-ndsobok optima.

Ako konkrétny priklad navrhneme (opif) 2-aproximaény algoritmus na problém MIN-VERTEX-COVER
(Definicia 2.10). Oproti algoritmu, ktory sme uz navrhli v ¢asti o celoéiselnych programoch sa bude
ligit tym, Ze bude omnoho rychlejsi, lebo nebude potrebovat riesit ziaden relaxovany linearny prog-
ram. Zadiatok je rovnaky: chceme riesit celodiselny porgram

minimalizovat Y w,x,

veV
pri obmedzeniach z, +z, > 1 Ve = (u,v) € E (22)
z, > 0 YveV
T, € 7Z
urobime relaxovany program:
minimalizoval Y w,z,
veV
. . (23)
pri obmedzeniach =, +x, > 1 Ve = (u,v) € E
z, > 0 YoeV

Teraz ale namiesto toho, aby sme riegili (23), zostrojime dudlny program:

maximalizoval > .
ecE

pri obmedzeniach Noye < owy VueV (59)

e€E
e=(u,v)

Ye > 0 Veec E

Kym program (22) vyzaduje, aby sme vybrali vrcholy s najmensou védhou tak, aby z koncovych
vrcholov kazdej hrany bol asponi jeden vrchol vybraty, program (59) mézme interpretovat tak,
ze kazdej hrane chceme priradif nezdporny naboj ¥, pri¢om w, bude kapacita vrchola. Cielom
je napumpovat do grafu ¢o najviac naboja, ale ziaden vrchol sa nesmie pretazit: stdet ndbojov
incidentnych hran musi byt najviac kapacita vrchola. NapiSeme si podmienky komplementarity:
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S1 YoeV: z,>0= Zyezwu

ecE
e=(u,v)

S2 Ve=(w,v)€E: y>0=z,+z,=1

Z Vety 3.8 vieme povedat toto: keby sme vedeli vybrat mnozinu vrcholov (t.j. celoéiselné hod-
noty x) a dali hrandm naboj tak, Ze Zziaden vrchol nie je pretazeny (pripustné duélne rieSenie),
kazdy vybraty vrchol je plny (podmienky S1) a z kazdej hrany s nenulovym nabojom je vybraty
prave jeden vrchol (podmienky S2), mali by sme optimdlne rieSenie. Zjavne najvacsi problém robi
splnenie podmienky S2. Ak si povieme, Ze sa o S2 vobec nebudeme staraf, uréite bude platit
Ty + Xy < 2, preto buda splnené podmienky Vety 3.16 prea=1a g = 2.

Zostrojime jednoduchy greedy algoritmus: bude si pamiitat mnozinu vybratych vrcholov C a pre
kazdi hranu e jej aktuédlne priradeny néboj 1.. Zacne s tym, ze C = ) a y, = 0 pre vietky e.
Algoritmus bude pracovat v cykle: kym C netvori pokrytie, vyberie fubovolnti nepokryttt hranu
e = (u,v) a zvysi y. na maximalnu hodnotu, ktord nepretazi vrchol u ani v. Po tejto operacii je
aspon jeden z vrcholov u, v plny (mdzu byt aj obidva) a algoritmus ho pridé (ak st plné obidva,
prida Iubovolny z nich) do vytvaraného pokrytia C.

Po skondeni algoritmu plati, ze C' je pokrytie (hlavny cyklus skonéil az ked kazda hrana bola
pokrytd), ziadny vrchol nie je prefaZeny a kazdy vybraty vrchol je plny (obe tieto podmienky
sa udrziavaja v platnosti pocas celého behu), a preto podla predchédzajicich Gtvah mame ga-
rantované, Ze najdené rieSenie je najviac dvojnasobok optima. NavySe algoritmus pracuje v Case
O(m +n), kde n je pocet vrcholov a m je pocet hran.

MIN-STEINER-FOREST

V tejto Casti si ukdzeme, ako vyuzif relaxované podmienky komplementarity aj v pripade, ked st aj
predpoklady Vety 3.16 prilis silné. Zoberme si nasledovny zjednoduseny modelovy priklad: méme
dany neorientovany graf, ktory reprezentuje Zelezniénu sief medzi mestami: vrcholy zodpovedaju
mestam a hrany Zelezni¢nym tratiam. Dopravca, ktory chce poskytovat prepravné sluzby, si musi
prenajat trate od vlastnika, pricom pre kazdu trat je dand cena za prendjom. Dopravca sa snazi
prenajat trate tak, aby mohol splnit vSetky svoje planované spojenia a pritom zaplatil ¢o najmene;j.
Formélnejsie zapisané, chceme riesit nasledovny problém:

Definicia 3.17. Majme dany graf G = (V,E) a ceny hrén w : E +— R*. Dalej je
danéd (symetricka) funkcia pozadovanych spojeni r : V x V +— {0,1}. Cielom problému
MIN-STEINER-FOREST je vybrat mnozinu hran F' C F tak, aby pre kazda dvojicu vrcholov
u, v takd, ze r(u,v) = 1, existovala u-v cesta pouzivajica iba hrany z F. NavySe poZzadujeme,
aby celkova cena hran v F' bola najmensia mozna.

74



Priklad grafu s vdhami hran (modré). Pozadované prepojenia st u —v, s —t, p—qa x — z
(t.j. (u,v) = r(v,u) = r(s,t) = r(t,s) = r(p,q) = r(g,p) = r(z,2) = r(z,z) = 1 a ostatné
hodnoty (-, ) st 0). Zvyraznené hrany tvoria optimalne rieSenie, ktoré ma cenu 51 a je tvorené
tromi stromami (je dobré si uvedomit, ze komponenty stvislosti optimélneho riesenia buda vzdy
stromy).

Pre citatela oboznameného s N P-iplnymi problémami je jednoduchym cvic¢enim ukézat, Ze prob-
lém MIN-STEINER-FOREST je N P-fazky, preto ani nebude oc¢akavat, Ze prezentujeme algoritmus,
ktory ho optimalne riesi. Ukazeme 2-aproximacny algoritmus, t.j. ukdzeme, Ze rieSenie, ktoré algo-
ritmus vrati nebude nikdy viac ako dvojnasobok optima. Za¢neme tradi¢ne — problém formulujeme
ako celociselny linearny program. Celkom prirodzene pre kazda hranu e € F zavedieme premennt
z. € {0,1}, ktord udéva, ¢ je e vybratd do rieSenia. Potrebujeme eSte sformulovat poziadavky
na existenciu spojenia formou linedrnych ohranic¢eni. KedZe sa chystdme pouzit primarno-dudlnu
metddu, neostychame sa pouzit exponencidlne vela obmedzeni. Nejakti mnozinu S C V' nazveme
hladnd, ak z nej musi vo vyslednom rieseni odchadzat nejaka hrana, t.j. ak existujeu € S, v € V\ S,
kde 7(u,v) = 1. Naga formulécia bude zaloZena na tomto pozorovani:

Lema 3.18. Ak z kazdej hladnej mnoZiny odchddza aspon jedna vybratd hrana, potom vybraté
hrany tvoria pripustné riesenie.

Dékaz:. Zoberme si lubovolné u,v € V, také, ze r(u,v) = 1. Treba ndjst u — v cestu z vybratych
hran. Budeme indukciou konstruovat postupnost mnozin {u} = Sy € S; C -+ s tou vlastnostou,
ze pre kazdy vrchol w € S; existuje u — w cesta z vybratych hrén. Pre {u} = Sy to zjavne plati.
Zoberme si teraz nejaki mnozinu S;. Ak v € S;, madme u — v cestu z vybratych hran a skonc¢ime
dokaz. Ak nie, S; je hladné a teda z nej odchédza vybratd hrana do nejakého vrchola w € V'\ S.
Zoberme S; 11 := SU{w} a vlastnost, Ze z u existuje cesta z vybratych hrén do kazdého vrchola
z S;11, ostane zachovana. Kedze vrcholov je n, a v kazdom kroku priddvame do S; jeden vrchol,
dasom musime prist do situdcie, ze v € S;. O

Oznaéme f(S) =1, ak S je hladné a f(S) = 0 inak. Podla Definicie 3.11 ozna¢me §(S) hranovi
hranicu mnoziny S. Problém MIN-STEINER-FOREST moZeme zapisat nasledovnym celoéiselnym
programom:

minimalizoval Y weze
ecE

pri obmedzeniach > z. > f(S) VSCV (60)
e€d(S)
2. €{0,1}) VeeE
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ktory nasledne relaxujeme tak, ze x, > 0; podmienka z. < 1 je splnend v kazdom miniméalnom
rieSeni, lebo nemé zmysel zobrat x, > 1. Dostaneme tak

minimalizovatl > wexe
eck
pri obmedzeniach > z. > f(S) VSCV (61)
e€d(S)
ze > 0 Vee E

K programu (61) zostrojime standardnym spdsobom dudlny program: budeme mat premennt yg
pre kazdd mnozinu S C V a zapiSeme

maximalizovat Y ysf(S5)
SCv

pri obmedzeniach o ys < we Vee E (62)
S:e€d(S)
ys > 0 VS CV

Programy s rovnakou §trukttiirou sme tu uz stretli niekolkokrat a tak interpreticia bude celkom
prirodzend: okolo kazdej mnoziny je bublina s ndbojom. Cielom je maximalizovat ndboj na hlad-
nych mnozinich (mnoZiny, ktoré nie st hladné maju nulovy vklad do tcelovej funkcie, a tak im
nikdy nebudeme ziaden néboj pridelovat) tak, aby sme ziadnu hranu nepretazili: stiéet nadbojov
na bublinach, ktoré dant hranu pretinaj, musi byt najviac kapacita hrany. Podotykame, Ze zvy-
§it hodnotu yg je to isté, ako zvysif hodnotu yy\g (lebo pretina tie isté hrany). Napisme si este
podmienky komplementarity:

S1 VeeFE: z2.>0= Z Ys = We
S:e€s(S)

S2 VSCV: ys>0= > xz.=f(9)
e€d(S)

7 podmienok komplementarity vidime, ze ak by existovalo optimélne celociselné riesenie, tak kazda
vybrata hrana by bola plnéd a z kazdej nenulovej bubliny okolo hladnej mnoziny by odchédzala
préave jedna hrana (z bublin okolo mnozin, ktoré nie s hladné, nejde nic).

Algoritmus, ktory zostrojime, bude postupne vyberat hrany, az kym nebudu splnené vsetky poZia-
davky na spojenia. Zaroven sa bude udrziavat invariant, Ze vSetky vybraté hrany st plné a ziadna
hrana nie je preplnend. Preto ked algoritmus skonéi, bude mat pripustné rieSenie programu (61)
a pripustné rieSenie programu (62), ktoré zaroveti splitaji podmienky S1. Keby sme chceli pouzit
Vetu 3.16 na dosiahnutie 2-aproximac¢ného algoritmu, potrebovali by sme navyse zarucit splnenie
podmienok

82 VSCV: ys>0= > z.<2f(9),
e€d(S)

t.j. z kazdej nenulovej bubliny (okolo hladnej mnoziny) odchédzaji najviac dve vybraté hrany. Toto
nebudeme schopni zarucit, ale ako uvidime neskor, bude stacit slabsie tvrdenie, Ze v priemere z
nenulovej bubliny odchadzaji najviac dve vybraté hrany.

Struktira algoritmu bude podobné ako pri algoritme pre MIN-VERTEX-COVER z minulej ¢asti: za-
¢ne s prazdnou mnozinou hran a nulovymi bublinami. Kym ale algoritmus pre MIN- VERTEX-COVER
v jednej iteracii vybral jednu duélnu premennt, zvicsil ju kolko sa dalo a z naplnenych vrcholov vy-
bral jeden, teraz algoritmus v jednej iterédcii zvysi vela dudlnych premennych naraz a z naplnenych
hran vyberie jednu do riesenia.

Aké dudlne premenné chceme zvicsovat? Uréite musia zodpovedaf hladnym mnozindm (dohodli
sme sa, ze mnozindm, ktoré nie st hladné, ziaden ndboj nedévame). Zaroveii, pretoze vSetky
vybraté hrany su plné, bublinu okolo hladnej mnoziny, z ktorej uz odchadza vybrata hrana, ne-
moZeme zvicsit. ZvicSoval teda mozeme bubliny okolo mnozin, ktoré st nespokojné: st hladné
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(t.j- vo vyslednom rieSeni z nich musi odchddzat nejakd hrana), ale zatial z nich nijakd vybrata
hrana neodchddza (inymi slovami, si to mnoziny, ktoré porusuju pripustnost programu (61)).
Nespokojnych mnozin méze byt potencidlne vela, ale jednoduché pozorovanie nam povie, Ze

Lema 3.19. Nespokojné mnoziny, ktoré si minimdlne vzhladom na inkliziu, si komponenty si-
vislosti podgrafu indukovaného doteraz vybratymi hranami.

Doékaz:. Mnozina je nespokojné, ked je hladné a neodchddza z nej vybratd hrana. Preto kazda ne-
spokojna mnozina je zjednotenie nejakych komponentov suvislosti grafu, indukovaného vybratymi
hranami. O

Algoritmus bude v kazdom kroku zvicsovat dudlne premenné, ktoré zodpovedaji nespokojnym
komponentom suvislosti. Na zaciatku nie si vybraté ziadne hrany, a teda nespokojné komponenty
suvislosti st jednoprvkové mnoziny okolo vrcholov, ktoré potrebuju byt spojené. Pre zadanie z
uvodného prikladu st to mnoziny {u}, {v}, {s}, {t},{p}, {q}, {z},{z}. Algoritmus zviéSuje pri-
slusné duélne premenné, az kjm sa niektoré hrany nenaplnia. V nasom pripade sa duélne premenné
zvysia na 1 a naplnia sa hrany {a,u} a {t,p}.

V nasledujtcej iteracii st nespokojné komponenty {a,u}, {s}, {v}, {t,p}, {q}, {z}, {«} a algoritmus
zvy§i ich hodnoty o 2, ¢im sa naplnia hrany {s, b} a {g, 2z}, vzniknt nové nespokojné komponenty
a vypocet pokracuje ako na nasledovnych obrazkoch.
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Algoritmus skondi, ked st vSetky komponenty stvislosti, tvorené vybratymi hranami, spokojné.
Z technickych dovodov ndm bude prijemnejsie uvazovat, ze v jednej iteracii sa vyberie iba jedna
z naplnenych hran. Ak sa naplnilo viacero hran, nasledujtce iteracie zvysia dudlne premenné o
nulovi hodnotu a postupne popridavaji potrebné hrany.

Takto popisany algoritmus ma esSte jeden problém, a to, ze nefunguje. Ako priklad zoberme nasle-
dovny graf, v ktorom je jedind poziadavka r(u,v) = 1.

Na zaciatku st nespokojné komponenty {u} a {v}
a algoritmus da kazdému z nich hodnotu 1. Tym
sa ale zaplnia hrany {z;, u}, takze algoritmus na-
koniec vyberie vSetky hrany, a teda vyprodukuje
rieSenie s cenou £+ 3, ktoré ale nie je dobra apro-
ximécia optima s cenou 3. Pokusime sa nés algo-
ritmus zachrénit priamodiarou Gpravou: po skon-
¢eni algoritmu ziskané riesenie upravime tak, ze
odstranime prebytocné hrany,

t.j. hrany, po ktorych odobrati ostant vsetky poziadavky na spojenia splnené. Vysledny algoritmus
bude vyzerat takto:

1 F:=0, ypy := 0 pre vietky v € V
2 kym existuje nespokojny komponent stvislosti indukovany hranami z F'

3 zvys hodnoty yg pre vSetky mnoziny S zodpovedajice nespokojnym komponentom
suvislosti z F' tak, aby sa naplnila nejakd hrana e

4 F:=FUe
5 F/.=F
6 pre kazda hranu e € F

7 ak F — {e} je pripustné riesenie, F' := F' — {e}

Najprv sa presved¢ime, ze algoritmus je korektny:

Lema 3.20. Po skonceni algoitmu tvoria hrany F' pripustné rieSenie programu (60) a hodnoty y
tvoria pripustné riesenie programu (62).
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Dékaz:. Po skonceni cyklu na riadku 2 neexistuje nespokojny komponent stvislosti tvoreny hra-
nami F'. Pretoze kazda nespokojna mnozina je zjednotenim komponentov sivislosti tvorenych F,
z kazdej hladnej mnoziny odchddza vybratd hrana, a teda F je pripustné riesenie (60). Este sa
treba presvedcit, Ze riadky 6 a 7 tito vlastnost neporusia. Hranu e € F, pre ktort plati, ze F'— {e}
je pripustné rieSenie, nazveme zbytocnd. UkdZeme, Ze ked z F vyhodime naraz vSetky zbytoc¢né
hrany, dostaneme pripustné rieSenie F’. Na to si treba uvedomit, Ze hrany F indukuja acylicky
graf: na riadku 3 vzdy zvySujeme hodnoty pre komponenty suvislosti, preto sa nikdy nenaplni
hrana vo vnuatri komponentu; kazda naplnenéd hrana spaja dva komponenty suvislosti, takze ne-
vytvori cyklus. Preto ak méme dva vrcholy u, v, ktoré musia byt spojené, t.j. r(u,v) = 1, je v
grafe indukovanom F' prave jedna cesta z u do v, a vSetky jej hrany sa preto ocitni v F’.

Na druhej strane, hodnoty ys sme vzdy zvySovali tak, aby sa Ziadna hrana nepreplnila, takze
pocas celého algoritmu tvoria pripustné riesenie (62). O

Vidime, Ze po skondeni algoritmu mame nejaké riesenie F”, a nejaké rieSenie y dudlneho prog-
ramu. Na to, aby sme ohraniéili aproximac¢ny pomer, potrebujeme porovnat hodnotu riesenia F”’
s hodnotou optima. T nepozname, ale vieme, Ze je uréite vicsia (alebo rovnd) ako hocijaké pri-
pustnd hodnota dudlneho programu. Preto ak chceme dokdzaf, Ze algoritmus vzdy vrati najviac
dvojnasobok optima, staci dokéazat, Ze hodnota riesenia F’ je najviac dvojnasobok hodnoty y, t.j.

Veta 3.21.
ZweSQZysf(S)

ecF’ SCV

Dékaz:. Pretoze sa nikdy nezvySovali hodnoty ys pre mnozinu S, ktord nie je hladnd, f(S) =0
implikuje ys = 0, a teda chceme dokdzat

Zavedme si teraz nasledovné oznadenie: pre nejaké mnoziny W C E a S C V ozna¢me degy, (S) :=
[WN&(S)], t.j. poet hréan z W, ktoré maja jeden koniec v .S a druhy mimo S. Kazda hrana, ktora
sme vybrali do F' (a teda aj do F”) je plna (hodnoty y nikdy neznizujeme, teda ak hrana raz bola
plné, je plné aj na konci), a preto na lavej strane plati

Z We = Z Z Ys | = Z degp/ (S)ys-

e€F" e€F’ \ S:e€s(S) sCv

Potrebujeme teda dokizat
> degp(S)ys <2 ys (63)
scv scv
Ukazeme to indukciou na pocet iteracii algoritmu. Na zaciatku st vSetky hodnoty ys = 0, takze
(63) trividlne plati. Uvazujme teraz iteraciu ¢, v ktorej sa na riadku 3 zvysili ys pre vsetky
nespokojné komponenty o hodnotu A. Ako sa zmeni (63)? Pre kazdy nespokojny komponent S
pribudne na Tavej strane Adeg, (S) a na pravej 2A. Aby sme dokézali (63), ukdzeme, Ze na pravej
strane pribudlo viac ako na lavej, t.j.

A ( > degp(S)) < 2AL), (64)

Ses

kde . je mnozina vSetkych nespokojnych komponentov v tejto iteracii. Nerovnost (64) sa da

napisat ako
o, degp (S
256/[ g )SQ,
|4

t.j. potrebujeme ukézat, ze priemerny stupeti nespokojného komponentu vzhladom na F” je na-
najvys 2. Ozna¢me Fy; mnozinu algoritmom vybratych hran na zaciatku iteracie ¢. Situicia na
zaciatku iteracie vyzera ako na obrazku:
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Cierne hrany st vysledné rieSenie F’. Modré hrany st algoritmom doteraz vybraté hrany Fy.
Zvyraznené komponenty stuvislosti Fy st nespokojné.

Hrany F’ aj F; st podmnoziny hran F. Pretoze F indukuji les (vid. dokaz Lemy 3.20), aj F’ U Fy
tvoria les. Ak skontrahujeme kazdy komponent stvislosti Fy do jedného vrchola (z1té oblasti v
predchédzajicom obrazku), dostaneme les H, ktorého vrcholy zodpovedaji komponentom stvis-
losti Fy a hrany st tvorené hranami F’. Dokézat nerovnost (64) znamend ukdzat, Ze priemerny
stupenn vrchola v  H je nanajvys dva, pricom priemer je brany cez vrcholy, ktoré zodpovedaja
nespokojnym komponentom. Keby sa priemer bral cez vSetky vrcholy, mohli by sme dékaz skon-
¢it: les s m vrcholmi méa najviac n — 1 hran, takze sucet stupiiov vrcholov je najviac 2(n — 1), a
preto priemerny stupeni je mensi ako 2. Na to, aby sme ohranicili priemerny stuper nespokojnych
komponentov ukéZzeme, Ze spokojné komponenty nemaji stuperi 1: bud su izolované, alebo maji
stupen aspon 2. Ked to dokdzeme, dokaz dokon¢ime takto: Ziaden nespokojny komponent nemé v
H stupen 0, pretoze z F’ z neho odchddza aspoii jedna hrana. Izolované vrcholy v H preto vsetky
zodpovedaji spokojnym komponentom. Ked z H vyhodime izolované vrcholy, dostaneme novy les
H'’: sta¢i nam ukdzat, Ze priemerny stupen nespokojnych komponentov v H' je nanajvys 2. Lenze
priemerny stupen vsSetkych komponentov je nanajvys 2 a kazdy spokojny komponent mé stupen
aspoii 2, takze priemerny stupen nespokojnych komponentov nemdze byt vicési ako 2.

Na zdver ukdZzeme, Ze spokojny komponent nemodze mat v H stupeni 1. Predpokladajme sporom,
7e existuje komponent stvislosti C v Fj, z ktorého v I’ odchddza prave jedna hrana e. Hrana e
sa do F’ dostala preto, lebo nie je zbytoénd, t.j. lezi na jedinej ceste, ktord v F' spaja dva vrcholy
u a v, kde r(u,v) = 1. Lenze ak e je jedind hrana, ktord v F’ odchédza z C, potom vrcholy u a v
musia lezat jeden v C a druhy mimo C, a preto C' nemdze byt spokojny v Fy. O
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