Variacie na tému rezy

Problém néjdenia minimalneho rezu v grafe, MIN-CUT, by mal byt ¢itatelom dobre znédmy:

Definicia 1. Majme dany jednoduchy graf G = (V, E) s hranami ohodnotenymi nezdpornymi
védhami, t.j. funkciou w : £ — R a v fiom dvojicu vrcholov s,t. Cielom problému MIN-CUT
je odobrat z grafu G mnozinu hran s minimalnou celkovou védhou tak, aby vrcholy s a ¢t neboli
v rovnakom komponente suvislosti vysledného grafu.

Zaujimavé je spojitost MIN-CUT a MAX-FLOW: zndma veta hovori, Ze velkosti minimalneho rezu
a maximalneho toku st rovnaké.

Minimalny rez a maximalny tok sii rovnaké.

Videli sme, ze MAX-FLOW sa d4 vyjadrit ako lineadrny program, ktorého dudlny program je relaxa-
cia problému MIN-CUT (v ktorej nevyberdme mnozinu hrén, ale kazdej hrane priradime hodnotu
z intervalu [0, 1] a pozadujeme, aby na kazdej s — ¢ ceste bol sicet hodnot aspon 1). Zaroven, pre-
toZe matica obmedzeni tohto relaxovaného programu je totalne unimodularna, vieme, Ze existuje
celociselné optimum. Efektivnu riesitelnost MIN-CUT mozeme teda pripisat na vrub $pecidlnemu
tvaru matice prislusného linedrneho programu. Dalo by sa oc¢akévat, Ze programy takéhoto tvaru sa
skor vynimkou a pre vicSinu problémov podobnd min-max charakterizacia neplati. V tomto texte
chceme ilustrovat, ze efektivne riesitelné diskrétne optimalizac¢né problémy si skor vynimka ako
pravidlo. Prezentujeme niekolko zovseobecneni MIN-CUT, ktoré si N P-tazké a ukdzeme aproxi-
macné algoritmy na ich riesenie. Jedno zovSeobecnenie, v ktorom namiesto jednej dvojice vrcholov
treba rozpojit k dvojic, sme uz videli:

Definicia 2. Majme dany jednoduchy graf G = (V, E) s hranami ohodnotenymi nezédpornymi
vahami, t.j. funkciou w : F +— RT a v flom k dvojic vrcholov (s;,t;), i = 1,...,k. Cielom
problému MIN-MULTI-CUT je odobrat z grafu G mnozinu hrdn s minimalnou celkovou véhou
tak, aby Ziadna dvojica (s;,t;) nebola v rovnakom komponente stvislosti vysledného grafu.

a ukazali sme 41n(2k)-aproximaény algoritmus.



Variacia prva: MIN-MULTIWAY-CUT

Iné zovseobecnenie nepozaduje rozpojit konkrétne dvojice vrcholov, ale iba rozdelit niekolko da-
nych vyznaénych vrcholov (termindlov) do roznych komponentov stvislosti:

Definicia 3. Majme dany jednoduchy graf G = (V, E) s hranami ohodnotenymi nezapor-
nymi vadhami, t.j. funkciou w : E — R* a v fiom k vrcholov si,...,s;. Cielom problému
MIN-MULTIWAY-CUT je odobraf z grafu G mnoZinu hrédn s minimélnou celkovou véhou tak,
aby ziadne dva vrcholy s;, s; neboli v rovnakom komponente stvislosti vysledného grafu.

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze vstupny graf je stvisly (inak kazdy komponent
suvislosti mozme vyriesit ako samostatnd inStanciu), a preto optimélne rieSenie bude mat prave &
komponentov (menej nemo6ze mat, lebo to by museli dva termindly byt v jednom komponente, a
viac nebude mat kvéli minimalite).
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Optimaélne rieSenie s cenou 43. Plati 9(C1) = 21, 9(C2) = 22, 9(Cs) = 1, 9(Cs) = 21, 9(Cs) = 1,
9(Cs) = 20.

Oznac¢me C; komponent stvislosti optimélneho rieSenia, ktory obsahuje terminal s;; nech 9(C;) je
velkost rezu, ktory oddeluje komponent C;, t.J.

a(Cy) == Z w(e). (1)
Cena optimélneho riesenia je potom

1 k
OPT = § ; o(Cy), (2)

lebo kazd4 hrana rezu je v sume na pravej strane zardtand dvakrat. Ukézeme si 2(1 — %)—
aproximacny algoritmus, t.j. algoritmus, ktory vZdy najde rez s hodnotou najviac 2(1— %)—nésobku
optima.

Zoberme si lubovolny termindl s;. Oznaéme D; miniméalny rez, ktory oddeluje s; od ostatnych
terminalov a ozna¢me O(D;) jeho velkost. Rez D; vieme pre kazdé i vypocitat Tahko: vsetky
ostatné terminaly zlicime do jedného vrchola a v takto ziskanom grafe zratame minimalny rez.



Rez D> mé velkost 22.

Velkosti rezov st 9(D1) = 20, 9(D2) = 22,
0(D3) = 1, 8(Ds) = 19, 9(Ds) = 1,
9(Ds) = 19. Cena riesenia je 80.

Co sa stane, ak za rieSenie zoberieme zjednotenie rezov Dy U Do U --- U D;,? Kazdy rez C; z
optimélneho rieSenia oddeluje s; od zvysnych terminalov. KedZze D; je minimélny taky rez, je
d(D;) < 9(C;). Zéaroven pre cenu rieSenia m plati

k k
m <Y (D) <Y 9(Ci)=2-OPT,
1=1 =1

kde posledna rovnost je (2), a preto mame 2-aproximacény algoritmus. Zarovenn hned vidime, ako
ho trochu vylepsit: pripustné riesenie dostaneme, ak urobime zjednotenie hociktorych k — 1 rezov
D; namiesto vSetkych k. Prirodzenou volbou je vynechaf ten najtazsi; nech je to D;. Kedze je
najtazsi, z Dirichletovho principu vyplyva, Ze musi byt aspon tak tazky ako priemer, t.j.
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Pre cenu riesenia vysledného algoritmu potom dostavame

ALG < Xk:a(Di) = zk:a(D,;)a(Dj) < (1 - ;) zk:a(p,-) < (1 - ;) zk:a(c,;) =2 (1 - ;) OPT.

i=1
i#

Variacia druha: MiIN-k-CuT

Poslednou varidciou v tomto texte je modifikiacia problému MIN-MULTIWAY-CUT, pri ktorej ne-
méme ziadne terminély a chceme iba graf rozdelif na (aspoii) k casti:

Definicia 4. Majme dany jednoduchy graf G = (V, E) s hranami ohodnotenymi nezdpornymi
vahami, t.j. funkciou w : E — RT a &slo k. Cielom problému MIN-k-CUT je odobrat z grafu G
mnozinu hran s minimalnou celkovou vahou tak, aby vysledny graf mal aspon k£ komponentov
stvislosti.

Podotykame, ze k v ndzve problému je len symbol; podet Gasti, na ktoré treba rozkrajat graf,
je stucastou vstupu. Opif ide o N P-fazky problém a ukéZeme si algoritmus s rovnakou garan-
ciou aproximacie ako v predchadzajucom pripade, t.j. 2 (1 — %) Predstavime pri tom aj datovi
gtruktiru, ktord moze byt zaujimava sama osebe.



Gomory-Hu stromy

Predstavme si situdciu, ze mame graf G = (V, E) s hranami ohodnotenymi nezdpornymi vdhami a
chceme pre kazdu dvojicu vrcholov u, v zratat cenu minimélneho u — v rezu. Priamodiary pristup
je Q(n?)-krat zavolat procediiru na vypocet minimalneho rezu. D4 sa to ale aj lepsie: v skuto¢nosti
nam staéi O(n) pocitani minimalneho rezu. Klacom je datova Struktira, ktord efektivne kéduje
minimalne rezy medzi vSetkymi dvojicami vrcholov, tzv. Gomory-Hu strom.

V dalsom budeme pouzivat nasledovné oznadenie:

e Pre dva vrcholy u,v € V, fg(u,v) (alebo len f(u,v) ak je G zrejmé z kontextu), bude velkost
minimalneho u — v rezu v G.

e Dalej, nech T = (V, E) je strom a e € E je hrana. Po jej odstraneni dostaneme graf T — {e},
ktory ma dva komponenty stvislosti. Ozna¢me cutr(e) C V jeden® z nich.

e Nech G = (V, E) je graf. Tak ako v (1), pre mnozinu S C V bude 9¢(S) (resp. 9(S), ak je
G zrejmé) velkost rezu uréeného mnozinou S (zjavne 9(S) = d(V — 9)).

Definicia 5. Majme dany jednoduchy graf G = (V, E) s hranami ohodnotenymi nezapornymi
vahami, t.j. funkciou w : E — RT. Gomory-Hu strom ku grafu G je strom T = (V, E'), s
hranami ohodnotenymi funkciou ' : E/ — R, ktory spliia tieto vlastnosti:

1. Ve' € E' : W'(e) = Og(cutr(e))
2. Yu,v eV fo(u,v) = fr(u,v)

Definicia 5 nehovori, ako taky strom skonstruovat (ani nehovori, ¢i je jednozna¢ny), ale iba to, Ze
kazdy strom s danymi vlastnostami je Gomory-Hu strom. Co vlastne v Definicii 5 pozadujeme?
Strom T' mé rovnakt mnoZinu vrcholov ako G, ale hrany moZe mat Uplne iné (nijak nestvisia s
hranami G). Prva vlastnost hovori, Ze ak by sme uz poznali hrany E’, ich vahy w’ vyradtame lahko:
pre kazda hranu €’ sa pozrieme, na aké mnoziny sa rozpadne T po odobrati ¢/, a potom zratame
velkost rezu v G medzi tymito mnoZinami. Napriklad na nasledujicom obrazku je cutr((j,c)) =
{¢,d} a 0¢({c,d}) = 20 (z mnoziny {c,d} odchadzaja hrany (b,c) a (e, c)).
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Graf G a jeho Gomory-Hu strom T'.

1Aby sme mali jednoznaént definiciu, potrebujeme povedat, ktory komponent vyberieme. Kedze ale budeme
hovorit o velkosti rezu medzi komponentami, je ndm to jedno. Napriklad nech cutr(e) je mensi z komponentov
T — {e} a v pripade rovnosti cutr(e) je ten komponent T — {e}, ktory obsahuje nejaky pevne zvoleny fixny vrchol
0.



Druhd vlastnost hovori, ze z T sa daju vyditat hodnoty minimélneho rezu medzi ITubovolnymi
dvoma vrcholmi: fa(u,v), teda velkost minimélneho u — v rezu v G, je fr(u,v): T je strom, takze
obsahuje préve jednu u — v cestu, a preto fr(u,v) je minimalna vdha w’ na tejto ceste. Napriklad
pre vrcholy a, k na obrézku je v T cesta a — b — j — k a fr(a, k) = 20. Minimum sa nadobtida na
hrane a — b a cutr((a,b)) = {a}. Vskutku, rez {a} s d¢({a}) = 20 (kvoli hrandm (a,b), (a,j)) je

minimalny a — k rez v G.

Podme teraz ukazat algoritmus, ktory vyrobi k danému grafu G jeho Gomory-Hu strom. Bude
postupovat v iteraciach, pri¢om v kazdej iteracii ¢ bude maft particiu vrcholov V = SY) USét) U---u
Sr(ft), pricom Si(t) N S](»t) = () pre i # j. MnoZiny Si(t) budeme volat krabice. Na zaciatku st vSetky

vrcholy v jednej krabici, t.j. ng = 1, S%O) = V. Na konci chceme, aby kazda krabica obsahovala
jeden vrchol; po skondeni algoritmu mozeme preto jednoprvkové krabice stotoznit s prislusnymi
vrcholmi. N

t

Na zadiatku iteracie t+1 st krabice pospajané stromom T = ({Slgt)}
i=1

hranami. Iteracia t+ 1 zoberie jednu krabicu S = SZ-(t) a zakoreni T® v S. Vyberie z S dva vrcholy

x,y arozdeli S na dve krabice S, a S, spojené hranou, pricom zvoli vdhu pre novi hranu a vhodne

prerozdeli podstromy. Cielom je implementovat rozdelovanie krabic a prerozdelovanie podstromov
tak, aby po skonceni algoritmu bol strom 7" Gomory-Hu strom pre graf G.

, E(t)) s ohodnotenymi

Pocas behu algoritmu bude platit nasledovny invariant:

Invariant: Nech e € E() je lubovolna hrana v strome 7", e = (Sl-(t), Sgt)), potom cutp) (e)
je mnozina krabic v jednom komponente T — {e}. Nech M st vrcholy grafu G z tychto
krabic, t.j. M := {v € V | S € cutpw (e) : v € S}. Potom existuju dvaja svedkovia x € SZ-(t),

y € SJ(.t), ze w'(e) = fa(x,y) a M je minimalny = — y rez v G.

Inymi slovami, ked si zoberieme hocijakt hranu e zo stromu krabic, vieme jej priradif rez v grafe G:
rez je definovany mnozinou tych vrcholov z V', ktoré si v niektorej krabici z jedného komponentu
T — {e}. Tento rez v G musi byt minimélny = — y rez pre svedkov z,y, a zaroven cena hrany e
v strome T®) musi byt cena tohoto rezu.

Teraz potrebujeme urobit dve veci: jednak ukazat, Ze ked algoritmus skon¢i a plati invariant, mdme
dobry Gomory-Hu strom a dvak navrhnif iteraciu algoritmu tak, aby invariant ostéval v platnosti.
Najprv si ukadzeme, ze ak plati invariant a kazda krabica je jednoprvkova, mame Gomory-Hu
strom. Nech T' = (V, E’) je strom po skonceni algoritmu a nech v fiom plati invariant. Kedze
kazd4 krabica bola jednoprvkové, svedkovia z invariantu st samotné vrcholy. Potrebujeme ukazat
obe vlastnosti z Definicie 5. Prva vlastnost, w’(e) = dg(cutr(e)), hovori, ze vaha hrany e € F’ je
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cena prislusného rezu v G. Z invariantu ale plati, ze cutr(e) je minimalny x —y rez, kde e = (z, y).
Zéaroveri invariant hovori, ze w’'(e) = fa(z,y) = dg(cutr(e)). Prva vlastnost z Definicie 5 je preto
splnena.

Druhd vlastnost hovori, Ze fo(u,v) = fr(u,v) pre lubovolné dva vrcholy u,v € V. Ak (u,v) € F’,
vlastnost vyplyva priamo z invariantu: kedZe w,v st spojené hranou v strome 7', je fr(u,v) =
w'((u,v)) = fe(u,v). Nech teda u, v nie st spojené hranou v T. KedZze T je strom, je v fiom préve
jedna u — v cesta u = wp, w1, ..., w, = v a minimalny v — v rez v T je hrana s minimélnou vahou
na nej. Ozna¢me tto hranu e, = (w;, w;y1), t.j. chceme ukazat fi(u,v) = w'(€min)-

Na jednej strane, v T — {emin } S0 w; a w;41 v réznych komponentoch, a teda aj v a v st v réznych
komponentoch. Preto cutr(emin) je rez v G, ktory oddeli u od v, a teda d¢ (cutr(emin)) > fa(u,v).
Z predchadzajucich uvah ale vieme, Ze Og(cutt(emin)) = w'(€min), & tak sme ukézali, Ze W’ (emin) >

fo(u,v).

> .
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VTavo je graf G = (V, E), vpravo jeho Gomory-Hu strom 7". Medzi vrcholmi u, v je v T jedina
cesta a na nej je hrana emin. Odstranenim hrany emin z T° dostaneme rozklad V na dve mnoziny,
a teda rez v G. Vieme, Ze cena hrany emin v T' je velkost minimalneho rezu G medzi koncovymi
vrcholmi emin. Teraz sa pokusame ukdzat, Ze tento rez je zaroven minimdlny u — v rez.

Na to, aby sme ukdzali opa¢nt nerovnost, t.j. w'(emin) < fo(u,v), si pomdzeme nasledovnou
lemou:

Lema 6. Majme graf G = (V, E) a nech {vi,va,...,v.} C V. Potom

fa(v1,v,) > min{ fe(vi,v2), fa(ve,v3), ..., fa(vea1,vs)}.

Dékaz: Urobime indukciu na z. Pre z = 2 lema trividlne plati. Ak z > 2, z indukéného predpo-
kladu vieme, ze f(vq,v,) > min{ f(va,v3),..., f(v.—1,v.)}. Preto ndm staci ukézat, ze f(vy,v,) >
min{ f(v1, v2), f(ve, v,)}. Predpokladajme sporom, ze f(v1,v,) < min{f(v1,v2), f(v2,v,)} a nech
C' je minimalny v; — v, rez v G. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech vy je na rovnakej strane rezu,
ako v (ind¢ premenujeme v; a v, a mame symetricka situdciu). C' je zdroveil vy — v, rez, a preto
f(v%rUz) < f(vlavz)a Spor. O

Teraz vieme, ze f¢(u,v) > min{ fg(wo, w1), fa(wi,w2), ..., fa(v.—1,w,)}. Zroven, pretoze (w;, w;y1) €
E’', z predchddzajucich tivah vieme, ze fg(w;, wit1) = w'((w;, wiy1)), a teda

fa(u,v) > min{w’(wo, w1), ..., w (w,—1,w.)} = w'(emin)-

Teraz, ked uz vieme, Ze ak po skonceni algoritmu invariant plati, tak mame dobry Gomory-Hu
strom, podme navrhnat algoritmus tak, aby invariant ostéval v platnosti. Ako sme uz povedali, v
jednej iteracii si algoritmus vyberie krabicu S (lubovolni) s aspoii dvoma vrcholmi z a y (Tubovol-
nymi) a rozdeli S na dve mensie krabice. Toto rozdelenie sa urobi takto: zakorenime strom 7) v
S anech 7T1,...,T, st podstromy synov S. Pre podstrom T} ozna¢me V; tie vrcholy grafu G, ktoré
st v niektorej krabici z tohto podstromu, t.j. V; :={v € V | 35" € T; : v € §'}. Z G zostrojime
graf G’ tak, ze vrcholy z V; sa stotoZnia a nahradia sa novym vrcholom y;, pri¢om hrany ostanii
(t.j. novy graf moze mat nasobné hrany). V grafe G’ ndjdeme minimalny = — y rez 7. Krabicu S
nahradime dvoma krabicami S, := SN7T, S, := S5 — 5;. Do stromu priddme hranu spajajacu S,
a Sy s cenou dg(T). Podstromy T;, pre ktoré y; € T, budd susedit s S;, zvysné podstromy s S,.



Vlavo je stav na zadiatku iterdcie: mame $tyri krabice pospajané hranami do stromu (modré
&sla st vahy w' v T(t), Gierne s povodné vahy w v G). Jednu krabicu S sme vybrali za koreil a
vybrali dva lubovolné vrcholy x,y € S. S mé dvoch synov a prislusné podstromy skontrahujeme
do dvoch vrcholov; dostaneme tak graf vpravo, v ktorom najdeme minimalny = — y rez 7.

Najdeny rez jednak definuje, ako rozdelit S na S, a Sy, a zdroven urcuje, ktory podstrom bude
kam patrit.

Na zéver rozpréavania o Gomory-Hu stromoch potrebujeme ukézat, ze takto definovany sposob
rozbijania krabic zachovava v platnosti invariant, teda ze ak na zaciatku iteracie invariant platil,
bude platit aj po jej skonceni. Zjavne pre hrany stromu, ktoré st v niektorom podstrome T},
sa pocas iteracie ni¢ nezmenilo: svedkovia ostali, vadha hrany aj rez fou definovany sa taktiez
nezmenili. Pre hrany, ktoré v p6vodnom strome boli incidentné s S sa nezmenila vaha, ani hodnota
rezu, ale mohlo sa stat, Ze po rozdeleni S sa jeden svedok stratil a budeme musief najst iného.
Napokon treba ukazat platnost invariantu pre nova hranu (S;,.5,). V tom vSetkom nam viackrat
pomoéze nasledovné lema:

Lema 7. Majme graf G = (V, E) a nech S CV je nejaky minimdlny r — s rez pre r,s € V, pricom
s € S. Dalej, nech v,w € S st dva lubovolné vrcholy. Potom existuje minimdlny v —w rezT v G
taky, ze T C S.



Dékaz: Zoberme si nejaky minimélny v—w rez X. Ak X C S (alebo V—T C S), niet ¢o dokazovat.
Takze predpokladajme, ze SN X # 0 a uvazujme vyraz A := 9(S) + 9(X). Podla prislusnosti
koncovych vrcholov do S a X mame 6 typov hran, ktoré prispievaja do A. V nasledujicom obrazku
je pre kazdy typ hrdn uvedend nésobnost, t.j. napriklad kazd4 z hran medzi S — X a X — S je
zardtand dvakrat (raz v 9(S) a raz v (X)), kazdd z hran medzi S — X a SN X sa zardtava raz
(v (X)) atd.

Rozlisme teraz dva pripady:
1. r € X. Budeme uvazovat vyraz B := 9(S — X) + 9(X — S) a podobne ako pre vyraz A, aj
teraz sa pozrime, ktoré hrany sa kolkokrat zapodcitaju:

2

Porovnanim poctov zardtanych hran vidime, ze B < A, t.j.
(S —X)+90(X —8) <I(5) +9(X).

Zéarover, pretoze s € S, X — S je r — s rez, a kedze S je minimélny r — s rez, plati 9(X — S) > 9(9).
Odtial potom dostdvame 9(S — X) < 9(X). Lenze X aj S — X st v — w rezy, a navySe X je
minimélny v — w rez. Preto S — X je minimélny v — w rez, pre ktory plati S — X C S.

2. r ¢ X. Postup bude analogicky ako v predchadzajicom pripade, iba teraz budeme uvazovaft
vyraz B’ ;== 9(SUX) +9(S N X).

3

Porovnanim opit vidime B’ < A, t.j.
A(SUX)+a(SNX) <9(S) + d(X).

Pretoze r ¢ SU X, je SUX r — s rez, a preto 9(S U X) > 9(S). Z predchddzajicej nerovnosti
potom mame 9(S N X) < 9(X), takze SN X je minimalny v — w rez obsiahnuty v S. O
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Majme teraz jednu iterdciu Gomory-Hu algoritmu, ktord rozdelila krabicu S na krabice S, a .Sy.
UkézZeme, Ze pre novd hranu ¢’ = (S,,S,) plati invariant. Rez definovany hranou €’ je rez, ktory
vznikol z minimalneho z — y rezu v G’ a w’(¢€’) je jeho cena. Sta¢i ndm teda ukéazat, Ze minimélny
x —y rez v G’ je zéroven (po expandovani vrcholov y;) minimélny z — y rez v G; inymi slovami,
minimalny = — y rez v G nerozdeli vrcholy patriace do jedného podstromu T;.

Nech Kj,..., K, st synovia S (t.j. korene podstromov Ti,...,7T,) a nech a; € K;, s; € S sa
prislusni svedkovia. Hrana (S, K1) definuje rez v G, v ktorom na jednej strane st vrcholy podstromu
T1, na druhej strane vSetky ostatné vrcholy, vratane x a y. Pretoze tento rez je zaroven miniméalny
a1 — s1 rez, z Lemy 7 dostaneme, ze v G existuje x — y rez, ktory nerozdeli vrcholy podstromu 77 .
Iterovanim tohto argumentu pre ostatné podstromy dostaneme pozadované tvrdenie.

Posledna vec, ktorti potrebujeme ukézatf, sa tyka hran
(S, K;). Na zaciatku iterdcie boli svedkovia a; € K, s; € S,
ktori dosved¢ili platnost invariantu. Bez ujmy na vSeobec-
nosti, nech po skonceni iterdcie sa z hrany (5, K;) stala
hrana (S,, K;). Ak s; € S,, invariant zjavne ostava v plat-
nosti. Mohlo sa ale stat, ze s; € S,. V tom pripade zo-
berieme za nového svedka x a ukdzeme, ze fg(a;,x) =
I G(ai, Si)-

Na jednej strane, pretoZe rez definovany hranou (S, K;) je
miniméalny a;, s; rez v G, a zaroven oddeluje a; od z, plati
falai, ) < falas, s;).

Aby sme ukézali opa¢ni nerovnost, vyrobme z G pomocny graf G, v ktorom skontrahujeme
Sy, do jedného vrchola §. Pretoze S, a S, vznikli podla minimalneho « — y rezu, mézme pou-
zif Lemu 7 a argumentovat, ze fg(a;,z) = fa(ai,x). Zaroveni z Lemy 6 vieme, Ze fa(a;,x) >
min{ f(z,9), fa(as,9)}. Z minimélneho a; — § rezu v G expandovanim § vznikne nejaky a; — s;
rez v G, a preto fa(a;,9) > fa(as,si). Z rovnakych dovodov plati fa(z,9) > fa(x,y); zaroven ale
minimalny x —y rez v G oddeluje a; a s;, preto fg(z,y) > fa(as, s;), takze aj fa(x,9) > fa(ai, s;).

Naspit k MIN-k-CuT

Uvazujme nasledovny jednoduchy algoritmus: pre dany graf G = (V, F) zostroj Gomory-Hu strom
T. Zober k — 1 najlacnejsich hran z T, T sa tak rozpadne na k suvislych komponentov. Tieto
komponenty vrat ako rieSenie problému MIN-k-CuT. UkaZzeme, Ze tento algoritmus je 2 (1 - %)—
aproximacny.

Nech hrany T maja véhy w'(e}) < w'(ey) < --- < w'(e],_;) a nech Ci,...,Cy st komponenty
stvislosti optimélneho rieenia, priéom 9(C1) < 9(Cs) < --- < 9(Ck). Z definicie Gomory-Hu
stromu, w’(e}) = dg(cutr(e’)), t.j. cena hrany v T je cena prislusného rezu v G. Kedze algoritmus
zoberie zjednotenie prvych k — 1 rezov, moze sa stat, Ze niektoré hrany patria do viacerych rezov,

ale v kazdom pripade pre cenu algoritmu plati ALG < Zf;ll w'(e). Na druhej strane, pre cenu

optimélneho riesenia plati 2 - OPT = Zle 0¢(C;). Nasim cielom bude najst nejakych k£ — 1 hran
v T tak, Ze i-ta ndjdend hrana ma cenu nanajvys dg(C;). Ak sa ndm to podari, budeme vediet,
7e ALG < Zf;ll 0¢(C;), lebo algoritmus vyberd k — 1 najlacnej$ich hrén z T'. Zvy$né argumenty
st potom rovnaké ako v pripade MIN-MULTIWAY-CUT.

Zoberme si strom T a skontrahujme kazdy komponent C; do jedného vrchola. Takto vzniknuty
graf 7" moze mat cykly aj ndsobné hrany.



C5 C’1

Cs

Vyhodme z T” hrany tak, aby ostal strom 7" a zakoretime ho v Cy. Pre kazdy vrchol C;, i =
1,...,k—1 zoberme hranu e}, , ktora ide k jeho rodicovi v T7"; dostali sme k —1 hran z T'. Ukdzeme,
ze w'(e},,) < 0g(C;), ¢im sa cely dokaz skonci. Hrana e}, = (u,v) ma jeden koncovy vrchol v C; a
druhy mimo C;. w'(e},.) je cena minimédlneho u — v rezu v G. Ale C; tiez oddeluje u od v, a preto

w'(ep,) < 0 (Ci)-
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