1 Linearne programovanie

1.1 Par tvodnych slov

Zac¢neme typickym prikladom, ktory sa v tej ¢i onej modifikacii objavi v kazdom texte o linedrnom
programovani. Zoberme si Studenta, ktory na pripravu na skisku potrebuje dostat do tela aspor
270 mg kofeinu a 120 g cukru. Zaroven nechce prekrocit davku 180 mg aspartdmu. K dispozicii
mé dva napoje: hnedd vodu za €1/dl a zelent vodu za €1,50/dl. Hnedd voda obsahuje 30 mg
kofeinu, 40 g cukru a 40 mg aspartamu, kym zelena voda obsahuje 90 mg kofeinu, 30 g cukru a
30 mg aspartdmu. Kolko dl ktorej vody si mé Student kipif, aby ¢o najlacnejsie uspokojil svoje
poziadavky? Ak si Student kapi = dl hnedej vody a y dl zelenej vody, tlohu (nazyvana linedrny
program) modzme formulovat takto:

dl vody
hnedej zelenej
minimalizovat T + 15y = f(z,y) cena
pri obmedzeniach  30x + 90y > 270 kofein (1)
40z  + 30y > 120 cukor
40z + 30y < 180 aspartam
T,y > 0

Lahko vidno, Ze napr. 4 dl zelenej vody uspokoja vSetky poziadavky za cenu € 6, pricom kofeinu
je aj viac, ako je nutné a aspartamu menej, ako je dovolené. Na druhej strane, ak by student chcel
kupovat iba hnedui vodu, na splnenie potreby kofeinu by jej musel kupit 9 dl, éim by ale prekrodil
pripustny prijem aspartdmu (a navySe by to bolo drahé). Pri hladani optimalneho rieSenia pomoze
nasledovna geometrickd reprezentacia: ak rieSeniu s = dl hnedej a y dl zelenej vody priradime bod
v rovine so stradnicami (z,y), kazdé z obmedzeni ur¢uje polrovinu, v ktorej pripustné rieSenie
musi lezat. Do ivahy preto prichddzaju iba rieSenia v Stvoruholniku z lavého obrézka:
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Zaroveti vieme, Ze f(x,y) = x+ 1.5y je linedrna funkcia, a preto body s rovnakou hodnotou funkcie
f leZia na priamke (vid. pravy obrazok). Preto je zrejmé, ze staci overit $tyri vrcholy $tvoruholnika
a najdeme optimélne rieSenie, ktoré je v tomto pripade kipit 1 dl hnedej vody a 2% dl zelenej
vody za €5.



Z tychto ttvah Tahko odvodime algoritmus na rieSenie tlohy
s dvoma premennymi a obmedzeniami s nerovnostami:
pre kazdé obmedzenie zostrojime prislusni polrovinu,
skonstruujeme mnohouholnik, ktory je prienikom vSet-
kych polrovin a vyberieme optiméalnu hodnotu spomedzi ‘
jeho wvrcholov. Pre tri premenné obmedzenia tvaru
a1x + asy + azz > b tvoria polpriestory, ktorych prienikom
dostaneme mnohosten. Body s rovnakou hodnotou funkcie

f(z,y,2) = c1z + coy + c3z tvoria rovinu a preto na
najdenie optima stac¢i overit vsetky vrcholy mnohostena.

S narastajicim poctom premennych za¢ni rdst aj problémy a je zrejmé, ze priamociarym zovse-
obectiovanim sa daleko nedostaneme. Skiisme sa preto pozrief na geometriu linedrneho programu
trochu inak. Najprv si upravme program (1) do ekvivalentnej podoby takto: funkciu f(z,y) vyna-
sobime -1 a z minimaliza¢nej tlohy dostaneme maximaliza¢nii. Potom prvé a druhé obmedzenie
vynésobime -1 a v8etky obmedzenia (okrem tych na nezédpornost z,y) buda v tvare “<”. Nakoniec,
kedze v kazdom obmedzeni je Tava strana menSia ako pravd, mozme pridat nov nezdporni pre-
mennt, ktorej hodnota bude préve rozdiel lavej a pravej strany a dostaneme nasledujtci program,
ktory je oc¢ividne ekvivalentny s povodnym.

maximalizovat —x —1.by =: f(=z,y,5s1,52,53)
pri obmedzeniach —30x —90y —+s1 = =270
—40x —30y +59 = -120 (2)
40z 430y +s3 = 180
x,Y,S51,82,53 Z 0
Ak si oznacime

-1

—1.5 -30 =90 1 0 O —270

c= 0 A= —40 -30 0 1 O b= —120
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tak program (2) mozeme skratene zapisat

max{ch|Ax:b7 XZO}.

XeR®
Tymto prepisanim sme zvysili dimenziu problému z 2 na 5 (a tak sme stratili moznost “obréazko-
vého” rieSenia), ale ziskali sme krajsi tvar mnoziny pripustnych rieSeni: si to nezédporné riesenia
systému linedrnych rovnic. V naSom pripade mé matica A hodnost 3 (riadky st linedrne nezavislé)
a rieSenia systému Ax = b tvoria dvojrozmerny podpriestor o + ¢y + co3 kde

0 1 0

0 0 1

o= | —270 o= 30 B = 90
—120 40 30
180 —40 -30

Inymi slovami, pripustné rieSenia programu (1) tvoria 2-rozmerny dtvar (Stvoruholnik) v dvoj-
rozmernom priestore (rovine), kym pripustné rieSenia programu (2) tvoria 2-rozmerny utvar D
v b-rozmernom priestore, pricom D je prienikom (2-rozmernej) roviny a kladného ortantu'. Pre
ilustrdciu uvazujme nasledovné jednoduchsie programy (uvddzame iba obmedzenia, na Gcéelovej
funkcii v tomto pripade nezalezi):

lako je kvadrant v rovine a oktant v 3D priestore, pouzivame slovo ortant v n-rozmernom priestore
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Vlavo je program s dvoma premennymi a dvojrozmernym priestorom rieseni. Po transformécii
do troch rozmerov priestor rieseni ostal dvojrozmerny utvar a je prienikom roviny a kladného
oktantu. V nasledujicom pripade je v povodnom probléme priestor rieSeni jednorozmerny; po
transforméacii do trojrozmerného priestoru je priestor rieseni stale jednorozmerny a je prienikom
priamky a kladného oktantu.

r+y <1
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Vyhoda takto zapisaného programu je v tom, Ze sa ndm budt lahsie hladat vrcholy telesa pripust-
nych rieSeni: budd uréite lezat v nejakej stene tvaru x; = 0.

Skor, ako pokro¢ime v nasich tivahach je dobré si uvedomit, Ze bez ujmy na vSeobecnosti mozme
predpokladat, ze riadky matice A st linedrne nezavislé: ak je nejaky riadok linedrnou kombinéciou
inych riadkov potom bud neexistuje ziadne pripustné rieSenie, alebo jeho odstranenim nijak nezme-
nime priestor pripustnych rieSeni. Nase Givahy moézme zhrnat a zaviest normdlny tvar linedrneho
programu takto:

Definicia 1.1. Lineirny program je v normalnom tvare, ak je zapisany ako

-
= >
)r(r'lg%{)i{c x| Ax=b, x>0}, (3)

kde A € R™*™ m4 hodnost m. Mnozina pripustnych hodnét D = {x € R" | Ax = b, x > 0}.

e Cielom je maximalizicia. Ak bolo povodnym cielom minimalizovat linedrnu funkciu f(x),
novym cielom bude maximalizovat linedrnu funkciu — f(x).
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e Vsetky premenné st nezaporné. Pre kazdu premennt x, ktord nema obmedzenie x > 0
pridame dve premenné p,,q, > 0 a kazdy vyskyt « nahradime p, — q,.

e Kazdé obmedzenie okrem tych tvaru z > 0 ma tvar rovnosti. Ak bolo pévodné ob-
medzenie v tvare Zl a;x; > b, najprv ho prenasobenim —1 upravime na tvar Zi —a;x; < —b.
Ked mame vSetky nerovnosti v obmedzeniach otodené rovnakym smerom, pre kazdé obme-
dzenie tvaru ), a;x; < b zavedieme nova premennu s (rezerva, slack), ktora reprezentuje
hodnotu, o kolko je pévodnd lavé strana mensia ako b. Lahko vidno, ze s > 0 a s+ . a;z; = b.

e Matica A ma m linearne nezavislych riadkov.

Majme teraz program v norméalnom tvare. Podobne ako v ivodnom priklade, chceme néjst mnozinu
vrcholov telesa D ohranic¢ujiceho pripustné rieSenia tak, aby stacilo overif tieto vrcholy na najdenie
optimélneho rieSenia. KedZe D je prienikom priestoru rieSeni Ax = b a kladného ortantu, vrcholy
budt mat jednu alebo niekolko siradnic z;,,...,z;, nulovych (nadrovina z; = 0 je na hranici
ortantu). NavySe, vrcholy st “Spicaté” (na rozdiel od bodov v nejakej stene x; = 0, v ktorej lezi
napr. celd tsecka). To, Ze vrchol je “Spicaty”, formulujeme tak, ze ak k obmedzeniam Ax = b
priddme navyse z;;, =0,...,z;, = 0, dostaneme jednozna¢né rieSenie (t.j. vrchol lezi na prieniku
nejakych stien ortantu a ziaden iny bod v tom istom prieniku nelezi). KedZe A ma hodnost m, na
to, aby sme dostali jednozna¢né rieSenie, musi byt k = n — m.

Vratme sa teraz k programu (2). Hodnost matice A je 3, preto vrcholy dostaneme tak, Ze k systému
Ax = b priddme dve obmedzenia z; = 0 a z; = 0. Dostavame 10 roéznych systémov linearnych
rovnic s nasledovnymi rieseniami:

obmedzenia | * vy S1 So S3 7
r=y=0] 0 0 —270 —120 180 6 b
x=s,=0| 0 3 0 —30 90 = 5]
r=s=0] 0 4 90 0 60 | A g Jda
r=s3=0| 0 6 270 60 0 |B T
y=s1=0| 9 0 0 240 —180 g 37
Y =5y = 3 0 —180 0 60 2 1 ¢ D
y=s3=0[45 0 —135 60 0 14
s1=s2=0| 1 3§ 0 0 60 | C
si=s3=0|3 2 0 60 0 |D 0 1 2 3 4
So=53=0 neexistuje riesenie hned4 voda ()

RiesSenia systému Ax = b tvoria rovinu v 5-rozmernom priestore. Premenné xz,y zodpovedaja
mnozstvu kipenej hnedej a zelenej vody, premenné s, so, s3 udavajia rezervu, ktord ostava k
prekrocéeniu prislusného obmedzenia. TakZe napriklad $tvrty riadok tabulky s obmedzeniami z =
s3 = 0 hovori, Ze ak $tudent nekupuje Ziadnu hned vodu a zarovei chce presne dosiahnut povolené
mnozstvo aspartdmu, musi kapit 6 dl zelenej vody, priom dostane viac kofeinu a cukru ako
potrebuje. V poslednom riadku vidno, Ze obmedzenia sa nedaju pridavat Tubovolne, ale treba davat
pozor, aby pridanim obmedzeni nevznikli linedrne zavislé riadky (v naSom pripade st ¢ervend a
fialova priamka z prvého obrazka rovnobezné, takze neexistuje ziaden bod v ich priese¢niku). V
re¢i linedrnych programov sa riadkom tejto tabulky hovori bdzové riesenia a tie z nich, ktoré si
zéroven pripustné (zvyraznené riadky) st pripustné bdzové riesenia a zodpovedaji vrcholom D,
t.j. pripustné rieSenia programu (2) tvoria dvojrozmerny $tvoruholnik v péfrozmernom priestore.
Za povsimnutie stoji, Ze pripustné bazové riesenia programu (2), t.j. vrcholy Stvoruholnika pripust-
nych rieSeni v pitrozmernom priestore, zodpovedaji vrcholom Stvoruholnika pripustnych rieseni
programu (1): kazdy vrchol $tvoruholnika vpravo lezi na prieseéniku dvoch priamok, z ktorych
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kazda zodpoveda obmedzeniu tvaru z; = 0 (a prislusné bazové riesenie je pripustné). Naopak,
kazdé pripustné bazové riesenie lezi na priese¢niku dvoch takychto priamok.

Ked si uvedomime, Ze pridanim obmedzenia tvaru x = 0 vlastne pri rieSeni prislusného systému
vymazeme stipec premennej x z matice dostaneme nasledovni definiciu.

Oznacenie. Majme maticu A € R™*" s m riadkami a n stipcami. Pre mnozinu B C {1,2,...,n}
ozna¢ime Ap podmaticu A, ktora pozostéva zo stipcov indexovanjch mnozinou B. Rovnakii no-
taciu xp budeme pouzivat pre vektory.

Napriklad
-30 —90 1 0 0 -30 —90 100
A= —40 =30 0 1 0 Aoy =| —40 =30 Apasy=( 0 1 0
30 40 0 0 1 30 40 0 0 1

Definicia 1.2. Majme linedrny program v normalnom tvare, kde A € R™*". Bazové rieSe-
nie je vektor x € R", pre ktory existuje m-prvkovd mnozina B C {1,...,n} taka, ze

1. matica A € R™*™ m4 hodnost m (t.j. je regulérna)

2. z; =0 pre vSetky j € B

Teraz ukazZeme, ze naSa predstava bazového riesenia ako vrchola je dobra v tom, Ze na najdenie
optima stac¢i overit pripustné bazové riesenia.

Veta 1.3. Majme dany linedrny program v normdlnom tvare, pricom hodnota icelovej funkcie je

c'x na telese D je zhora ohranicend. Potom pre kaZdé pripustné riesenie xqo existuje pripustné

bdzové riesenie X, pre ktoré 'k > ¢'x.

Dékaz:. Zoberme si lubovolné pripustné rieSenie x¢ a uvazujme vSetky také pripustné rieSenia
x, pre ktoré ¢'x > c¢'xq. Za X vyberme také z nich, ktoré ma najvicsi pocet nulovich zloziek.
Ukéazeme, Ze X je bazové. Ak x = 0, je zrejme bazové. Nech teda X ma aspon jednu nenulovi
zlozku. Ozna¢me K = {j € {1,...,n} | £; > 0} mnozinu kladnych (Ziadne pripustné rieSenie nema
zaporné zlozky) zloziek vektora X a uvazujme dva pripady.

e Stlpce matice Ak si linedrne nezdvislé. Zjavne |K| < m (matica A ma m riadkov). Ak |K| = m,
% v zhode s Definiciou 1.2 ma £; = 0 pre vSetky j ¢ K a matica Ax je regularna. Ak |K| < m,
mozeme | K| stipcov matice Ax doplnif m — k stipcami z A tak, aby boli linedrne nezavislé?. Takze
dostaneme mnozinu K’ tak, ze |K’'| = m, Ak je reguldrna a £; = 0 pre vsetky j ¢ K' D K.

o Stlpce matice Ax su linedrne zdvislé, to znamena, Ze existuje vektor ¥ € RI¥! taky, 7e Ax9 =0
(¥ uréuje linedrnu kombindaciu stipcov Ay, ktorej vysledkom je nulovy vektor). Dopliime ¥ na
n-rozmerny vektor w tak, Ze na miesta mimo mnoziny K dosadime 0, takze wx = 9 a Aw = 0.
Pre Tubovolné redlne ¢t > 0 ozna¢me x(t) = X + tw. KedZze X je pripustné rieSenie, plati AX = b.
Zaroven plati Aw = 0 a teda aj Ax(t) = b.

Prv, nez budeme pokracovat v dokaze, upravime vektor w tak, aby c"w > 0 a zaroveii w; <0
pre nejaké j € K. Ak ¢"w = 0 a pre vietky j € K plati w; > 0, sta¢l w prenasobif -1 a mame
ho v pozadovanom tvare. Nech teda c'w # 0. Ak ¢'w < 0, mdzme opif w prenasobit -1, takze
bez ujmy na vieobecnosti nech ¢'w > 0. UkaZeme, e teraz musi také existovat j € K, 7e w; < 0.
Ak by to tak nebolo, t.j. ak pre vSetky j € K je w; > 0, zjavne w > 0 (zlozky ¢ ¢ K sme doplnili
nulami). Potom ale x(t) = X 4+ tw > 0 pre vSetky ¢t > 0, takZe x(¢) je pripustné rieSenie. Hodnota
tcelovej funkcie je c'x(t) = c'x + tc'w. Kedze ¢'w > 0, pre t — oo je ¢'x(t) = oo, a teda
linedrny program nebol ohraniceny.

2Toto tvrdenie je sudastou zakladného kurzu algebry.



Majme teraz vektor w upraveny tak, Ze spliia ¢'w > 0 a zaroveii wj < 0 pre nejaké j € K.

Ukazeme, Ze pre nejaké t; > 0 je vektor x(¢;) pripustné rieSenie s viacerymi nulovymi zlozkami
ako x. To bude ale v spore s tym, Ze X ma najviac nulovych zloziek spomedzi vsetkych pripustnych
rieseni x, pre ktoré c'x > c'xg, pretoze c'x(t;) = ¢'X + t1c"w > c'x¢ (lebo c'% > ¢'x¢ a
c'w >0).

Vektor x(tp) = X je pripustné rieSenie a mé zlozky j € K (ostro) kladné a zvysné zlozky nulové.
Zaroven vieme, Ze existuje aspon jedno j € K, kde w; < 0. KedZze j-ta zlozka x(t) je x(t); =
Zj + tw;, s rastcim t klesaji hodnoty z(t); pre vsetky j, kde w; < 0. Zvolme za t; také ¢, ked
prva z hodnot x(t); dosiahne 0. Zjavne x(t1) je pripustné rieSenie a ma viac nulovych zloziek ako
X. O

Désledkom tejto vety je, ze na najdenie optimalneho rieSenia pre linedrne programy, ktoré maji
kone¢né optimum, staci prehladat vSetky pripustné bézové rieSenia. Toto prehlad4vanie je zo-
vSeobecnenim pristupu v dvoch rozmeroch z tvodného prikladu, kde stacilo prehladat vrcholy
vhodného mnohouholnika. Ako sa daji bazové rieSenia néjst? Staci si uvedomit, Ze pre dand
mnozinu B C {1,...,n} existuje najviac jedno bazové riesenie: ak by boli dve bazové rieSenia
Y,z s tou istou mnozinou B, musi platit Ay = Az = b a teda Agy = Az = b. Kedze A je
regularna Stvorcova matica, systém Apx = b méa jednoznac¢né rieSenie a preto y = z. Preto staci
vysktsat vSetky mnoziny B, overit, ¢i prislusnd Ap je regularna (napr. Gaussovou elimindciou),
overit, ¢i je ziskané riesenie Agx = b pripustné a spomedzi vSetkych takto ziskanych rieseni x
vybrat to najlepsie. Problém s tymto algoritmom je, Ze pri n premennych a m obmedzeniach moze
byt potencialne (:1) roznych bazovych riefeni, a teda vo vSeobecnosti nie je polynomialny*. V
nasledujicej Gasti si ukdZeme, ako tulohu linedrneho programovania riesit efektivnej$ie pomocou
simplexovej metddy.

1.2 Simplexova metéda
Ako simplexovy algoritmus sa oznacuje kazdy taky greedy algoritmus, ktory prechédza bazové

rieSenia (vrcholy D) tak, ze vzdy sa presunie po hrane smerom, v ktorom rastie (pri maximalizécii)
hodnota téelovej funkcie. Za¢nime opit prikladom. Uvazujme nasledovny linedrny program:

maximalizovat = +y +2z = f(x,y,2)
pri obmedzeniach = +y +2z <9
4z +y +5z <24 (4)
3y +2z <12
z <4
z,y,z >0

Obmedzenia tvoria polpriestory v troj-
rozmernom priestore. Hrani¢né roviny
(v poradi zelend, modré, Gervena a zlt4)
vymedzuji mnohosten D. Preskasanim
vsetkych vrcholov D zistime, ze maxi-
mum sa dosahuje v bode (5,4, 0).

(6,0,0)

z (5,4,0)

3Naopak to neplati, to isté bazové riesenie x je mozné dostat z réznych mnozin B, B’. Ak napriklad vektor O je
pripustné riesenie, potom je aj pripustné bazové rieSenie pre Iubovolnii mnozinu B.
4Napriklad pre m = n/2 sa zo Stirlingovej aproximicie n! ~ +27mn (%)" (1+o(n)) labhko ukaze, ze

(%)= @5p 22
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Podobne ako v predchddzajiicej Casti si zavedieme rezervné (slack) premenné si,...,s4; ak si
premenné ocislujeme v poradi z,y, z, 1, . . ., S4, dostaneme ekvivalentny program v norméalnom
tvare

max {ch | Ax =b, x > 0}
XeR?

kde
1
1
. 1121000 9
4150100 24
C_g A=1093 1001 0 b= 19
0 0010001 4
0

Méme 7 premennych a matica A mé& hodnost 4, teda rieSenia systému Ax = b tvoria trojrozmerny
podpriestor v sedemrozmernom priestore. Specialne, mozme si vybrat fubovolné tri premenné ako
parametre a ostatné premenné (aj hodnotu funkcie) vyjadrif pomocou nich. V nasom pripade je
matica A4 567 diagonalna, takze lahko vidno, Ze program (4) je ekvivalentne zapisatelny takto:

/= oty 2 o
$s1=9 —z -y =2z

So= 24 —4x —y —5z (5)

s3 = 12 -3y —=z

S4 = 4 —Z

Zapisu (5) budeme hovorit tablo a znamend toto: hladdme parametre z,y, z tak, aby hodnota f
bola maximélna a pritom parametre s1,. .., s4 boli nezdporné. V nasom pripade vidno, Ze pri volbe
x =y = z = 0 bude nezdpornost si,...,ss splnend. Tablo (5) preto bude reprezentovat bazové
rieSenie (0,0,0,9,24,12,4) pre bazu {s1, s2, s3, s4} s hodnotou funkcie f = 0. Bazové premenné si
v riadkoch a nebazové nulové premenné st parametre v stipcoch.

Obrazok vpravo graficky reprezentuje bazové rieSenie z tabla (5). Sice program, ktory riesime, ma
7 rozmerov, ale, podobne ako v predchédzajtcej ¢asti, lahko vidno, Ze kazdému pripustnému bézo-
vému rieseniu jednoznac¢ne prisliicha jeden vrchol mnohostena v trojrozmernom priestore (z,y, 2).
Nagim cielom je najst najlepsie pripustné bazové rieSenie, resp. jeho bézu. Chceme teda najst nejaké
tri nebazové premenné (parametre), ktoré sa nastavia na 0 a z vyjadrenia ostatnych premennych (a
ucelovej funkcie) pomocou tjchto parametrov vieme ur¢it ich hodnoty. Vyskusanie vSetkych trojic
parametrov by preto zodpovedalo prehladaniu vSetkych bazovych rieSeni (vrcholov mnohostenu).
Tomuto sa ale snazime vyhnat.

s kladnym koeficientom, takze ak zvySime hodnotu z, vzrastie aj f. Ako vela mézme z zvacsit?
Vsetky premenné si,...,s4 musia zostat nezaporné, takze kazdy riadok ndm déva limit na maxi-
malnu hodnotu z v poradi g, 2—54, 12, 4. M6zme teda nastavit z = 4, ¢im dostaneme, Ze s4, = 0. Nase
rieSenie sa teda zmenilo tak, Ze neb4dzové premenné (parametre) budu z, y, s4 namiesto x, y, z. Pris-
posobime tomu aj nas zapis tak, Ze z rovnice pre s4 vyjadrime z a dosadime do ostatnych rovnic.
Dostaneme tak zapis

0,0,4
f= 4 42 4y —s4 ’7)
z= 4 — S4
s1= 1 —x —y +2s4 (6)
so= 4 —4dx —y 4 bsy
s3= 8 -3y + 54



Tablo (6) zodpoveda bazovému rieseniu (0, 0,4, 1,4, 8,0) pre bazu {z, s1, $2, $3} s hodnotou funkcie
f = 4. Opiif mame zapis, kde v riadkoch st bazové premenné a parametre stipcov st nebézové
premenné. Cielom je najst parametre z,y,ss tak aby sa maximalizovala hodnota f a zaroven
81, 82, 83, 2 ostali nezdporné. Je klucové si uvedomit, Ze sme urobili iba ekvivalentn ipravu sys-
tému linedrnych rovnic a teda rieSenia (5) a (6) st rovnaké. Krok z (5) do (6) zodpovedd prejdeniu
po jednej hrane mnohostena rieSeni. Budeme ho volat pivotny krok: jedna nebazova premennd,
pivot, v nasom pripade z, sa presunula do bazy a jedna bazova premennd (v naSom pripade s4) sa
stala nebazovou. Tento postup mozme opakovat. Vidime napr., Ze y je v prvom riadku s kladnym

.....

ximalnu hodnotu y v poradi 1,4, %; v poslednej rovnosti y nevystupuje a preto nan nekladie ani

ziadne obmedzenia. Zvolime y = 1 a urobime pivotny krok s pivotom y, pri ktorom y vystrieda v
béaze s;. Vyjadrime y =1 — z — s1 + 2s4 a po dosadeni dostaneme

f=5 — 51+ s g (0,1,4)
y= 1 —x —s1 4284
z= 4 — S4 (7)

Sso= 3 —3x + s + 3s4
S3 5 +3r +3s1 — 584

Méme tablo pre bazové riesenie (0,1,4,0,3,5,0) pre bdzu {y, z, s2, s3} s hodnotou funkcie f = 5.
Pokrac¢ujeme dalej; jedind moznost, ako zvysit f je zvolif pivota s4 a nahradif nim v baze ss.
Dostaneme

— 3 _2 _1
[= 6 t5r 5% 5% (0,3,3)
= 3 1 1 _ 2
Yy + 51. + 581 583
_3 _3 1 8
3 =X £51  + ES3 (8)
so= 6 —gx +1—5451 —253
_ 3 3 _ 1
sa= 1 +3x +:s1 5S3

Opiit jedind moznost, ako spravit pivotny krok, je zobrat do bazy z. Pri nastaveni 2 = 5 sa ale
vynuluji 2z aj ss a mdzme si vybrat, ktoré z nich v béze ponechdme. Nech z vystrieda v baze z,
dostaneme

f=9 —z -5 o
_ 5
xr = — 32 — 81 + 383
y= 4 -1 iy O
S = 2z 4+ 4s1 — s3
s4= 4 —z (5,4,0)

Dostali sme sa do situécie, ked nie je mozné urobit ziaden pivotny krok. Vieme ale, Ze sme robili
iba ekvivalentné upravy, a teda rieSenia programov (4) a (9) st rovnaké (programy maji rovnaka
mnozinu pripustnych rieSeni a rovnaké hodnoty ucelovej funkcie). Lenze z (9) jasne vidno, Ze pre
lubovoIné nezéporné z a s1, hodnota f je vzdy nanajvys 9, takze najdené rieSenie je optimélne.

Tento priklad modzme zovSeobecnit. Formalne si tablo prislichajtce pripustnému bazovému rieSeniu
mozme zadefinovat takto:



Definicia 1.4. Majme program v normalnom tvare

max {ch | Ax =b, x > 0}
XeRn

kde A € R™*™ a jeho pripustné bézové riesenie prislichajice baze B. Tablo T (B) prislticha-
jace baze B je systém m + 1 linearnych rovnic v premennych x1, ..., x,, f, ktory ma rovnaka

mnozinu rieseni ako systém Ax = b, f = ¢'x a v maticovom zapise vyzeré
f = fo + r'xy
xg = p + Qxp
kde xp je vektor bdzovych premennych, N = {1,...,n} — B, xx je vektor nebazovych pre-

mennych, r € R*~™, p € R™ a Q € R™*n—m,

KedZe sme v definicii tabla vychadzali z pripustného bézového rieSenia B, zrejme p > 0. Lahko sa
presvedéime, ze takato definicia tabla je korektnd. Staci si uvedomit, ze b = Ax = Agxg+ AnxN
a Ap je reguldrna, takZe existuje inverznd matica Agl. Preto plati xg = Aglb — A;ANXN a
dostdvame nasledujicu lemu, ktorej podrobny dokaz prenechévame na c¢itatela:

Lema 1.5. KazZdému pripustnému bdzovému rieseniu B programu z definicie 1.4 prishicha prdve
jedno tablo T(B) a plati

p=A43'b Q=—-Az'Ax fo=cLAz'b r=cy — (cLAZ'AN)T.
7 rovnakych tvah, ako sme robili v ivodnom priklade vyplyva

Tvrdenie 1.6. Nech B je baza pripustného rieSenia a nech v 7(B) je r < 0. Potom fy je
maximélna hodnota daného programu.

Na to, aby sme dokon¢ili opis simplexového algoritmu, potrebujeme definovat pivotny krok: vybrat
nejakii nebazovti premennt, ktora je v r'xy s kladnym koeficientom, zvysit ju kolko sa da tak,
aby béazové premenné ostali nezdporné a zmenit bazu. Ozna¢me si B = {f1,...,0mn} tak, zZe
B1 < Pa < -+ < By apodobne N = {p1, ..., pnem}, kde g1 < po < -+ < fp—m. V tomto
oznacdeni mozme tablo rozpisat ako

n—m
f = fO + Z Ty,
j=1
n—m
x = p + Q1,5 %y,
B1 = J g (10)
n—m
8, = Pm T Z qm,jTp;
j=1

Za pivota mozme zobrat hocijakt premennt z,,; takd, Ze r; > 0. Ak je g; ; > 0, i-ty riadok nekladie
ziadne obmedzenia, inak musi platit p; 4 ¢; jz,,, > 0. Dostdvame sa tak k nasledovnej definicii:

Definicia 1.7. Majme dany linedrny program v normélnom tvare a bazu B prislichajicu
pripustnému rieSeniu. Nech 7 (B) je zapisané ako v (10) a nech r. > 0 pre nejaké e. Oznacme

D
‘Z | Gie < 0} .

i,e

§:= min —
1=1,....m




Pivotny krok podla premennej z,, zmeni bazu B na bazu

B':= (B = {Be}) U {pe},

kde 3, je Iubovolny index, pre ktory plati ¢;. < 0 a —L2£ = s.

qe,e

Citatel sa lahko presvedéi, ze B’ je opif baza pripustného riesenia. Simplexovy algoritmus zaé¢ina z
nejakého pripustného riesenia s bazou By a aplikuje pivotné kroky, kym sa da. Podla tvrdenia 1.6,
ak algoritmus najde bazu B, pre ktoru je r < 0, tak naSiel optimélne rieSenie. Aby sme ukazali
korektnost simplexovej metddy, potrebujeme vyriesit tri problémy: jednak ukazat, ako najst By,
dvak rozhodnit, ¢o robit, ked sa ned4 urobit Ziaden pivotny krok a napokon ukézat, ze algoritmus
v konecnom case skondi.

Co sa stane, ked’ sa neda vybrat pivot

Definicia pivotného kroku (Definicia 1.7) vyzaduje, aby pre pivota z,,, platilo r. > 0. Ak neexistuje
z,,, pre ktoré r. > 0, podla Tvrdenia 1.6 mame optimélne riesenie. Dalej musi platit, Ze pivot
nahradi v baze premennu xg,, pre ktort ¢, . < 0. Ak také ¢ neexistuje, t.j. ak g, > 0 pre vSetky
¢, znameni to, Ze ziaden riadok tabla nekladie limit na zvécSovanie premennej . S rasticim x,,,
rastie aj hodnota f, a preto dany program nemé kone¢né maximum.

Ako sa nezacyklif

V tivodnom priklade sme v kazdom pivotnom kroku zvécsili hodnotu f. Ak by sme to vedeli zaruéit
vzdy, Tahko vidno, Ze algoritmus v kone¢nom ¢ase skondi: je totiz iba konecne vela bazovych rieSeni.
Co by sa ale stalo, keby sme sa v kroku (8) rozhodli, Ze x nevystrieda v baze z ale so? Namiesto
tabla (9) dostaneme tablo

f=9 +s1 —is5 —1is;
7 5 1
Tr = + 351 — §S2 — 553
y= 4 + %sl — %52 — %53 (11)
z= — 281 + %82 + %53
(5)470)
sS4 = 4 +281 — %82 - %83

Tablo (9) reprezentuje bazu {z,y, s2,s4} a tablo (11) bazu {x,y, z, s4}, pricom obidvom bézam
prislicha rovnaké riesenie (5,4,0,0,0,0,4). Zo zapisu (11) ale nevidno, Ze sme uZ nasli optimum, a
preto treba urobit este jeden pivotny krok s pivotom s;. Pri tomto kroku ale zistime, Ze premennd z

.....

1 1 1 v
f = 9 - 52 - 152 — 153

7 1 1
T = — 67 — 752 T i3s3
y= 4 - %z — %53 (12)
s1 = — %z + 31852 + %53

5,4,0

sS4 = 4 —z ( )

z ktorého uz vidno optimalitu. Tento degenerovany krok ale nezvysil hodnotu f, ¢im rozbil nas
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povodny argument o zastaveni: nevieme totiZz zarucit, Zze hodnota f sa v kazdom kroku zvicsi.
Nutnost spravit degenerovany pivotny krok nemusi nastat iba na konci, ked uz mame optimélne
rieSenie, ako ukazuje jednoduchy priklad (podla [8]):

o £>0 r<2
maximalizovat Y =: f(z,y)
pri obmedzeniach —z +y <0
x <2
z,y >0
2 Ty
1 -
y=0
I
0 1 2
Ked zavedieme rezervné premenné si, s, dostaneme tablo
f= y
S1= r -y
So= 2 —x

pre bazu {s1,s2} s hodnotou rie§enia f = 0. Jedind moZnost, ako pokracovat (a dostat sa k
optimélnemu rieSeniu s hodnotou 2), je spravit degenerovany pivotny krok, v ktorom y vystrieda
v baze si:

= T -y
y= r —85
S9= 2 —=x

Podobna situacia je sa vyskytuje pomerne casto.

Definicia 1.8. Degenerovany krok simplexového algoritmu je taky pivotny krok, pri ktorom
sa baza B transformuje na bdzu B’ s rovnakym béazovym rieSenim.

Degenerovanym krokom sa nevieme vyhnit a navySe nasledovny priklad z [3] ukazuje, Ze ak nie
sme dost opatrni, m6zme sa zacyklif. Uvazujme nasledovné tablo:

f= 102y — 57z, —9x3  — 2414
Ty = — 0521 + 5.5z + 2.523 — 9x4 (13)
Tg = — 05%1 + 1.51’2 + 051’3 — X4
zr= 1 —x

pre bazu {z5, g, 7 }. Predpokladajme, Ze konkrétny simplexovy algoritmus vzdy vyberie ako pi-
vota nebdzovi premennd x, s maximédlnou hodnotou r.. V pripade, Ze pivotny krok vynuluje
viacero bazovych premennych, vyberie sa premennda s minimalnym indexom. Nechavame ako cvi-
Cenie pre Citatela overit, Ze algoritmus v nasledujucich iteracidch prejde cez bazy {x1,xs, 27},
{z1, 29,27}, {®2, 23,27}, {X3, 24,27}, {T4,25,27} a napokon sa dostane naspit do {xs,xs,z7}.
KedZe vznikol cyklus z degenerovanych pivotnych krokov, algoritmus sa zacykli.

Vidime, Ze nemdzeme difaf, Ze dokdZzeme termindciu simplexovej metédy pre Iubovolnt volbu
pivota, ale musime zafixovaf nejaky konkrétny algoritmus pre pivotny krok. Existuje vela alter-
nativnych pravidiel na vyber pivota, s réznymi pristupmi k problému zacyklenia. My na ddkaz
termindcie pouzijeme pravidlo najmensieho indexu pdovodne z [2]
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Definicia 1.9. Pravidlo najmensieho indexu vyberie za pivota premennt x,,,, kde . je naj-
mensie také, ze r. > 0. Ak pivotny krok vynuluje viacero bazovych premennych, z bazy sa
vyhodi premenné zg, s najmensim indexom f;.

Veta 1.10. Simplexovy algoritmus, ktory pouZiva pravidlo najmensieho indexu, vidy skonci a
ndjde optimdlne riesenie.

Dékaz:. Vieme, ze ak algoritmus skonc¢i, ndjde optimalne riesenie. Najprv si uvedomime, ze je-
diny sposob, ako algoritmus moézZe neskondit je, Ze sa dostane do cyklu, ktory pozostava zo samych
degenerovanych krokov. Vskutku, ak algoritmus neskonéi, musi nekonecne velakrat spracovavat
nejakt bazu B. KedZe k B prislicha prave jedno (pripustné) bézové riesenie, vzdy, ked algoritmus
rované kroky ju nemenia. Preto musi vSetky kroky k dalsiemu vyskytu B musia byt degenerované.
Na to, aby sme dokézali tvrdenie vety, ndm teda staci ukézat, Ze pri pouziti pravidla najmensieho
indexu nemdZe nastat cyklus zo samych degenerovanych krokov.

Budeme postupovat sporom. Predpokladajme, Ze algoritmus mé tablo s bazou By a postupne
vytvara tabld pre bazy By, ..., By = By, pricom vSetky pivotné kroky st degenerované (t.j. vSetky
bazy Bi,...,Br maju rovnaké bazové rieSenie). Premennt z; nazveme nestdla, ak sa vyskytuje
v niektorej baze B;, ale nevyskytuje v inej Bj. Nech t je najvicsie také, ze x; je nestdla. Kedze
x¢ je nestala, existuje pivotny krok, v ktorom z; vypadne z bazy, t.j. pre nejaké j je z; € B;
a o, ¢ Bji1. Takze musi existovat nejaka ind (nestdla) premennd xg, ktord x; nahradi v béze:
s € Bj a x5 € Bjy1. Zarovet, ak skiimame postupnost baz Bj, ..., By, B1, Ba, ... Bjy1, tak x;
sa zasa musi nejak do bazy vratit, t.j. musi existovat baza Bj, ze x; € Bj« a x; € Bjx;1. Nech
T (Bj) vyzera takto:

f = fo + D Trm
k&B;
Tg, = pa + DL 4B KTk
' ' KeB; (14)
TG, = DPBn T D BnkTk
k‘EBj

kde B; = {B1,...,Bm}. Kedze predpokladdme, zZe vSetky kroky cyklu st degenerované, bazy B;
a Bj« maji rovnaké bazové rieSenie (t.j. hodnoty vSetkych premennych aj f s rovnaké). Preto
mozme napisat

f=rfo+ rizk (15)
k=1
kde
Lo ak k € Bj.
k| koeficient 7 pri ), v table 7(B;+) inak

Pretoze T (B;+), a 8pecidlne rovnicu (15), sme dostali ekvivalentnymi Gpravami systému (14),
vietky rieSenia systému (14) spliajt (15). Vyrobme si teraz nejaké (nie bazové, ani pripustné)
rieSenie systému (14): zvolme Iubovolné y a polozme

Y aki=s
z;=¢ 0 ak i #sai¢g B
Pi + qisY akiij
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Lahko vidno, ze takto zvolené x je riesenim systému (14)°. Kedze nase x splia (14) aj (15), z
vyjadrenia f v obidvoch dostaneme

n
fot+rsy=fo+ Y riwk = fo+riy+ Y h(pk + arsy)
k=1 kEB;

a po uprave

rs—Th— Z TrQks | Y = Z g

kEB; kEB,

Tento vztah plati pre kazdé y, a nakolko prava strana od y nezavisi, dostavame, Ze

* *
Te — T, — E T4qk,s = 0.

keB;

Pretoze premennd x, bola v baze B; vybrata ako pivot, musi byt rs > 0. V B;» bola ako pivot
vybratd premennd x;, a kedze ¢ > s, musi byt v < 0. Kedze r; — r% > 0, musi existovat nejaké
z € Bj, pre ktoré

r3qss > 0.

Premennd z, je bazova v Bj, ale zaroven r; # 0, preto z definicie 7* vyplyva, Ze z € Bj«; =, je
teda nestala premennd a z definicie ¢ plati z < . Zaroven z # t: pretoze z; bolo vyhodené z bazy
B; pri pivotnom kroku, musi byt ¢; s < 0 a aj rfg.s < 0 (lebo z; bol pivot pri Bj+). Teraz vieme,
Ze z < t. LenZe x, nebol v Bj+ pivot, preto musi byt r} < 0. KedZze r}¢.,s > 0, musi byt ¢, s < 0.
KedZe vSetky bazové rieSenia v degenerovanom cykle st rovnaké a z € Bj, je ., = 0 v bazovom
rieSeni B; aj Bj«. Pretoze z € B;, musi byt p, = 0. To ale znamen4, Ze z, sa dalo vyhodit z bazy
Bj, ale namiesto neho sa vyhodilo z;, ¢o je v spore s pravidlom minimélneho indexu. O

Ako zacat

Posledny detail, ktory potrebujeme vyriesit, je otazka, ako simplexovy algoritmus nastartovat.
Doteraz sme totiz predpokladali, ze zac¢iname z bazy By, ktord ma pripustné bazové riesenie. V
uvodnom priklade sme za Startovaciu bazu By v (5) zvolili rezervné premenné s1, . . ., s4. Tento pri-
stup zjavne funguje pre programy tvaru maxxcg? {ch | Ax < b, x> O} s pridanymi rezervnymi
premennymi, ak b > 0. Co ale s inymi programami? Uvazujme nasledovny program:

maximalizovat 4x —z = f(z,y,2)
pri obmedzeniach » 4y +z =4 (16)
r -y =-2
z,y,z >0

Pripustné rieSenia tvoria tsecku (1,3,0) — (0,2,2). Na to, aby sme mohli spustit simplexovy algo-
ritmus, potrebujeme néjst nejaké pripustné riesenie. Pre bod (z,y, 2) si oznac¢me p; := 4—x—y—2z;

5Je to ako keby sme robili pivotny krok s premennou zs o y, pricom sa nestarame o to, aby premenné ostali
nezaporné.

13



p1 ndm hovori, ako velmi je porusend prvéa rovnost®. Podobne nech py := 2 + 2 — y (vSimnite s,
Ze sme rovnicu upravili tak, aby absolttny ¢len bol nezdporny). Najst pripustné rieSenie znamend
najst taky bod (z,y, z), Zze p1 = p2 = 0, a teda py,p2 > 0 a p; + ps = 0. Lahko vidno, Ze program
(16) mé& pripustné rieSenie prave vtedy, ak program

maximalizovat — p; — po
pri obmedzeniach p; +x 4y +z =4
P2 —x +y =2
z,y,z,p1,p2 =0

(17)

m4 rieSenie s hodnotou 0. V tomto programe lahko vidno, Ze {p;1, p2} je baza pripustného riesenia.
Mozme teda pouzit simplexovy algoritmus na najdenie optimalneho rieSenia a toto pouzit ako
pociatocné pripustné riesenie pévodného programu.

Tento postup mézme uplatnit vzdy. Majme linedrny program v norméalnom tvare

max {CTX | Ax =b, x > O}
XERn

Najprv zabezpecéime, aby b > 0: ak b; < 0 pre nejaké i, tak prislusnt rovnicu prenasobime —1.

Zavedieme nové premenné x,,,...,Tp1m a zostavime pomocny program
_max {f:vm_l — = Zpam | AX =D, X > 0}
XER""’""

kde A = (A | I,,,) dostaneme z A pripojenim identickej matice rozmerov m x m. Pretoze b > 0,
{Zn+1,.-. s Tnim} tvoria bazu pripustného rieSenia a moézme pouzit simplexovy algoritmus na
ziskanie optimélneho riesenia. Ak je optimélne rieSenie 0, mame pripustné riesenie pévodného
programu. Naopak, pre kazdé pripustné riesenie pévodného programu existuje rieSenie pomocného
programu s hodnotou 0, takze ak je optimum pomocného programu zaporné, vieme, ze povodny
program nemal ziadne pripustné rieSenie.

Cvicenie. Naprogramujte simplexovy algoritmus s pravidlom najmensieho indexu.

1.3 Zlozitost simplexového algoritmu

V predchadzajicej kapitole sme sa si priblizili simplexovii metédu, ktord umoziiuje riesit lohy
linedrneho programovania efektivnejsie ako prehladdvanim vsSetkych vrcholov telesa pripustnych
rieSeni. Ukazali sme, Ze simplexova metdda s pravidlom najmensieho indexu vzdy skonéi. Otazkou
teraz je, ¢i je naozaj efektivna. Odpoved je prekvapiva. Napriek tomu, Ze v praxi sa simplexovy
algoritmus ukazuje ako velmi rychly, jeho zloZitost v najhorSom pripade je exponencidlna, ako o
chvilu ukézeme.

Najprv je vSak namieste zopakovat niekolko zdkladnych faktov, kedZe v tomto pripade zalezi na
subtilnych detailoch. Ked analyzujeme zloZitost nejakého algoritmu, robime tak v zavislosti od
parametra, ktory je, v principe, sucastou definicie problému. Ked napriklad povieme, Ze nejaky
algoritmus mé4 v najhorsom pripade zlozitost O(n?), myslime tym, Ze existuje konstanta c a ng
taka, ze pre Iubovolny vstup, ktorého parameter n > ng, je ¢as algoritmu < cn?. Prirodzenym
parametrom, ktory sa da pouzit univerzalne, je dizka vstupu: sicastou definicie problému je vzdy aj
sposob kddovania stupu do retazca a pocet bitov, potrebnych na zapis daného vstupného retazca je
dobry zlozitostny parameter. Niekedy (a vlastne dost ¢asto) sa ale pouzivaju iné parametre, ktoré
st pre dany problém prirodzenejSie: ked sa napriklad analyzuje zlozitost triedenia postupnosti
prirodzenych ¢isel, je zvidsa parametrom pocet triedenych &isel n, aj ked dlzka vstupu zavisi od
velkosti triedenych ¢isel. Podobnym prikladom st grafové algoritmy, ktoré sa niekedy analyzuja
vzhladom na pocet vrcholov, aj ked na zapis n-vrcholovych grafov je treba vo vSeobecnosti az
Q(n?) bitov’.

6

nie je to vzdialenost bodu (z,y,z) od roviny z +y + 2z =4

) potencidlnych hrén a kazd4 v fiom méze byt alebo nebyt

"Staci si uvedomit, ze v oéislovanom grafe je (2

n
pritomna, t.j. je 2(2) grafov a na identifikdciu kazdého z nich je z Dirichletovho principu treba aspon (g) bitov.
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Vstupom linedrneho programu s n premennymi a m obmedzeniami st dva vektory c¢ a b realnych
Cisel a matica A € R™*". Prirodzenymi parametrami st teda m, n a dizka vstupu, pricom v
poslednom pripade treba brat do tivahy aj sposob kddovania redlnych ¢isel a zmierif sa s faktom,
ze ak chceme maf konecné vstupy, tak nemdzeme zapisat vSetky redlne disla.

Tieto aspekty je dobré maf na pamiiti, aj ked nids momentalne nemusia prili§ trapit: zostrojime
vstup s m premennymi a 2n obmedzeniami, na ktorom je ¢as simplexového algoritmu Q(27).
Navyse pri tom pouzijeme ¢isla s kratkym zapisom (sta¢ia nam ¢isla {£1, £1,0}), takze ukaZzeme,
Ze algoritmus je exponencialny od hociktorého zo spomenutych parametrov.

Budeme uvazovat simplexovy algoritmus, ktory pouziva pravidlo najmensieho indexu (pre vela
inych pravidiel existuji podobné kontrapriklady) a pre kazdé n skonstruujeme vstup s n premen-
nymi a 2n obmedzeniami tak, Ze teleso pripustnych rieSeni ma 2" vrcholov a simplexovy algoritmus
ich vSetky prehlad4. V nami konstruovanom zadani bude ciefom maximalizovat z,, a obmedzenia
budi tvorit “pokriventt’” kocku. Za¢nime s tym, ze pomocou 2n obmedzeni vyrobime n-rozmernt

kocku:
0 S X1 S 1
0 S X2 S 1

0< z, <1

V troch rozmeroch teleso pripustnych rieseni je kocka:

(1,1,0)

Nasim cielom bude posuntut vrcholy kocky tak, aby vznikla dlh4 rastica “Spirala”. Zvolme si nejaké
e < % a definujme obmedzenia

e< x <1
er1 < xy <1—em
€xp1< Ty <1—cexpg

Program prepiseme do normalneho tvaru tak, ze zavedieme rezervné premenné r;, s; a obmedzenia
budt maft formu rovnosti. Dostdvame program:

maximalizovat Tn
pri obmedzeniach x1—11 =¢
r1+s =1
T —EX] — T2 = 0 (18)
To +Ex1 + S22 = 1
Ty — ETp_1 — Tn 0
Tp+Expn_1+s, =1
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kde vsetky premenné st nezaporné. Ako vyzeraju bazové rieSenia? Kvoli pridanym premennym st
jednotlivé obmedzenia nezavislé (kazdé obmedzenie obsahuje jednu premennt, ktord sa nevysky-
tuje nikde inde), preto baza méa 2n prvkov. Zéaroveii vidno, %e r1 + s; = 1 — € a pre kazda dvojicu
premennych 7;, s;, kde 7 > 1, plati r; +s; = 1 — 2ex;_1 > 0. Preto nemoze platif r; = s; = 0, a
teda kazda baza musi obsahovat aspoii jednu z premennych r;, s;. Navyse vSetky x; > 0 a teda s
v kazdej baze. Kazda baza B sa preto d4 jednoznacéne charakterizovat mnozinou Rp C {1,...,d}:
premenné bazy B st potom

{w1, ..z yu | {ridu  {si}

i€ERp i¢Rp
Zaroven je zrejmé nasledovné tvrdenie:

Tvrdenie 1.11. Kazdy pivotny krok je jednoznacne charakterizovany indexom ¢, pricom vymeni
prislusnost do bazy pre premenné r; a s;.

Pre ilustraciu, nech n = 3. V maticovom zapise mame program
max{xs | Ax = b,x > 0}
kde

T
€2
T3
1
X = S1 b=
T2
52
3
53

== e N e
coocoo
cooco o
coo o
corRooo
cooo
_mooooo
—F O, OR M

Matica A mé hodnost 6 a Rg C {1,2,3}. Mame teda 8 bazovych rieseni, ktoré tvoria pokriveni
kocku:

(g,€2,1 —€3)

(1,5,1—..5'2‘) (5,1 —e2,1—e+¢e%)

(L,1=¢,1—¢c+4?)

(e,1 —€2,e —¢€?)

Y

Cervenym je vyznadend rastiica cesta, ktord za¢ina v rieseni s mnozinou Rp, = ) a prejde vietky
vrcholy, pricom vZdy sa posunie po prvej moznej dimenzii, v ktorej ucelova funkcia rastie. Aby
sme mohli tento priklad zovSeobecnit na n dimenzii, potrebujeme vediet argumentovat o pivot-
nych krokoch algoritmu s pravidlom najmensieho indexu. K tomu ndm pomoéze tvrdenie 1.11 a
nasledovna lema:
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Lema 1.12. Majme bdzu B programu (18) a k nej tablo T(B). Nech je ucelovd funkcia v T (B)
vyjadrend pomocou nebdzovych premennych ako x, = cg + civ1 + cov2 + -+ - + cpvy, kde v; je r;
alebo s; a c; je koeficient. Potom c; je kladny prdve vtedy, ak pocet bdzovyjch premenngch r; pre
7 >1 je pdrny, t.j.

{ji|j€ Rp, >4} =0 (mod 2)

Dokaz:. Dokaz urobime indukciou na rozmer problému n. Pre n = 1, ak r; je v baze, médme
x1 =1— 81 a c1 je zdporny, ak r1 nie je v baze, mame z1 = £ + r; a ¢; je kladny.

Nech tvrdenie plati pre n — 1. Ak n € Rp, tak v zapise z, musi figurovat s, a teda musi byt
tvaru ¢, = 1 — s, —e(cy + vy + -+, _qv_1), kde zp_1 = ¢4 + vy + -+ vl je

Zapis T, _1 pomocou nebazovych premennych vy, ..., v,_1. Roznisobenim a pouzitim indukéného
predpokladu dostaneme vysledok. Ak n ¢ Rpg, postup je analogicky s pouzitim vzfahu z, =
Tn +ETH_1. O

Teraz mozeme ukazat, ze simplexovy algoritmus navstivi vSetky vrcholy:

Veta 1.13. Nech i € {1,...,n} a R C {i+1,...,n}. Ak simplexzovy algoritmus, ktory pouZiva
pravidlo nagmensieho indezu, zacina z bdzy By, kde Rg, = R (resp. Rp, = {i}UR) a |R| je pdrne
(resp. |R| je nepdrne), tak prejde cez vietky bdzy tvaru R'UR kde R' C {1,...,i} a skond? v bdze
By, kde Rp, = {i} UR (resp. Rp, = R).

Dékaz:. Indukciou na i. Ak i = 1, potom v obidvoch pripadoch (Rp, = R, |R| je parne, aj
Rp, = {1} UR, |R| je neparne) je podla lemy 1.12 koeficient pri v; kladny a algoritmus urobi
pivotny krok s indexom 1.

Nech teraz tvrdenie plati pre ¢ — 1. Mame dva pripady. Nech najprv Rp, = R a |R| je parne.
Kedze R C {i,...,n}, mézme pouzit indukény predpoklad: algoritmus prejde vSetky bazy tvaru
R'UR, kde R C {1,...,i— 1} a skonéi v {i — 1} U R. PretoZe |R| je parne, podla lemy 1.12
algoritmus prejde to bazy {i — 1,7} U R. PouZitim indukéného predpokladu pre i — 1 a neparnu
mnozinu {i} U R dostavame vysledok.

Druhy pripad, ked Rp, = {i}UR a |R| je neparne je analogicky a prenechdvame ho na ¢itatela. O

Désledok 1.14. Simplezovy algoritmus s pravidlom najmensieho indexu urobi exponencidlne vela
iterdcit na programe (18).

Vidime teda, ze simplexovy algoritmus je v najhorsom pripade exponencidlny, nech uz za parame-
ter zoberieme pocet premennych, pocet obmedzeni, alebo dlzku vstupu. Ako si ale vysvetlit, Ze v
praxi funguje ozaj dobre? MoZnym smerom by bolo analyzovat priemerny pripad. Hned ale naré-
Zame na problém, ako priemerny pripad definovat. Vskutku, existuju vysledky, ktoré hovoria, ze
simplexovy algoritmus urobi v ”priemernom” pripade polynomialny pocet krokov, kde ”priemerny
pripad” znamené ocakdvani hodnotu, ak matica A aj vektory c, b st vybrané ndhodne z daného
pravdepodobnostného rozdelenia. Toto ale stale nie je zdaleka uspokojiva odpoved: priemerny pri-
pad je totiz velmi daleko od “typického”, v praxi sa vyskytujuceho, pripadu; program, ktorého
matica by bola ndhodna by bol v skuto¢nosti velmi podivnd vynimka. Vysvetlenie priniesol po-
jem wvyhladenej zloZitosti®, ktory je kombinaciou najhorsieho a priemerného pripadu: uvazujeme
najhorsiu moznu instanciu, ale pre kazdu inStanciu neuvazujeme iba ¢as potrebny na jej vyrie-
Senie, ale priemerny ¢as potrebny na vyrieSenie instancii z jej blizkeho okolia. Okolie instancie
dostaneme tak, ze kazdé ¢islo, vyskytujice sa vo vstupe, posunieme o malti ndhodni hodnotu.
Spielman a Teng [9] ukazali, ze vyhladen4 zlozitost simplexového algoritmu je pre kazdu instanciu
polynomiélna. Ak si intuitivne predstavime priestor vSetkych vstupov ako rovinu, zlozitost simple-

.....

jednotlivé ”zIé” instancie.

8 smoothed complexity

17



oy i

Po spriemerovani cez malé okolie sa zI¢ instancie vyhladia ako na obrazku vpravo. Toto vysvetluje,
preco sa simplexova metdda da povazovat za efektivnu metddu rieSenia linedrnych programov:
existuju sice exponencidlne zlé vstupy, ale na to, aby sme na taky natrafili, musia byt vSetky
vstupné ¢isla nastavené velmi presne — staci, ak vstupné hodnoty obsahuji maly ndhodny $um a
v ocakévanom pripade je kazd4 inStancia polynomialna.

Vysledok Spielmana a Tenga sa povazuje za prelomovy a na prvy (aj na druhy a treti) pohlad
moze vyzerat Uplne nepochopitelne. Nie je v moznostiach tohoto textu ukizat kompletny dokaz,
ktory je pomerne naro¢ny, ni¢menej na zaver tejto kapitoly by sme chceli ukdzat aspoii jednoduchu
vizudlnu predstavu, ktord by zvedavému citatelovi naznagcila, Ze nejde o Ziadnu magiu.

V predchadzajicom texte sme predstavili simplexovy algoritmus s pravidlom najmensieho indexu,
ale pre teraz sa pre nase Ucely bude viac hodif iné pravidlo, ktoré sa vola pravidlo sledovania tieria.
Majme linedrny program v tvare

max{c'x | Ax < b,x >0}

XERn
Pripustné rieSenia tvoria mnohosten D v n-rozmernom priestore a najst optiméalne bazové riesenie
znamend najst vrchol D, ktory je najdalej v smere vektora c. KedZe vieme, Ze v dvoch rozmeroch
je tento problém Tahky, m6zme urobit nasledovnti tvahu: zoberme si Startovacie bdzové riesenie xXq;
kedZe je to vrchol D, existuje vektor a, Ze vrchol x¢ maximalizuje hodnotu a'x (xo je najdalej
v smere a). Zoberme si rovinu dant vektormi « a ¢ a premietnime kazdy vrchol D do nej —
dostaneme mnozinu bodov v rovine a ich konexny obal bude tieri, ktory D vrhéa do roviny.

Nie je tazké vidiet, Ze xg aj optimalne rieSenie x* lezia na hranici tiefia. Simplexovy algoritmus
s pravidlom sledovania teifia postupuje v principe takto: ked sa v nejakom bézovom rieSeni treba
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rozhodnit, ako zmenit bazu, vyberie sa bazové rieSenie, ktoré lezi na hranici tiefia (to sa da
otestovat napr. tak, Ze zostrojime vsetky susedné bazové rieSenia a porovname, kde lezia ich
priemety). Pocet iteracii simplexového algoritmu s tymto pravidlom je zjavne nanajvys pocet
bodov na hranici tiena. Doélezity medzikrok v dokaze je, Ze sa rieSeny program prevedie do tvaru,
kde obmedzenia maji tvar a;'x < 1; v tomto pripade sa da ukazaf, ze pocet vrcholov tiefia je
nanajvys pocet vrcholov mnohouholnika M, ktory dostaneme ako prienik konvexného obalu bodov
ai,...,a, aroviny definovanej vektormi o, c. Jadrom dékazu je geometrické tvrdenie: ak mame n
bodov v d-rozmernom priestore, kazdy z nich posunieme o ndhodny vektor s normalnym rozdelenim
a disperziou o2, tak v o¢akévanom pripade st uhly medzi susednymi tsedkami M dost ostré, a
preto M nemdze mat prili§ vela vrcholov, konkrétne nanajvys nejaky polyném poly(n,d, %)

Od tychto letmych tvah je k dokazu eSte velmi dlhé cesta; naSim ciefom vSak bolo iba nazna-
¢it smer, akym sa dokaz tohto typu moze uberaf. Ziujemcov o detaily odkazujeme na ¢lanky
[Spielman,Teng] a predndsky http://www.cs.yale.edu/homes/spielman/BAP/
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